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trilha: passeio cujas arestas sdo todas distintas
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Trilha (b, c,i, g, f,i, h)

vy =1

g f

vértice interno da trilha T tem grau par em G[T]

Demonstracao.
1. T:=(v,...,Vn): trilha
2. ke[l.n—1]

3. arestas de (kal, Vi, Vk+1) em aG(Vk)Z {kal, Vk} e {Vk7 Vk+1}
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Trilha (b, c,i, g, f,i, h)

vy =1

g f

vértice interno da trilha T tem grau par em G[T]

Demonstracao.
1. T:=(v,...,Vn): trilha
2. ke[l.n—1]
3. arestas de (vk_1, vk, Vk+1) em 9g(vk): {vk—1, vk} e {vk, vkt1}
4. v ocorre | vezes como vértice interno em T == dg7y(v) = 2/






T: trilha fechada sobre G



Corolario 57

T: trilha fechada sobre G = grau de todo vértice em G[T] é par
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Trilha Euleriana

s I’ trilha euleriana: trilha que passa por todas as arestas
_‘\ .. grafo euleriano: tem trilha euleriana fechada ou é trivial

Figura: As sete pontes de
Koenigsberg sobre o rio
Pregel circa 1736



grafo é euleriano



Corolario 58

grafo é euleriano = todos os vértices tem grau par
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Algoritmo TrilhaFechada

TrilhaFechada(G, v)

Entrada: um grafo G cujos vértices tem grau par e um vértice v de grau positivo

em G
Saida : uma trilha fechada n3o trivial em G a partir de v
T + (v)
X <V
Repita

{x,y} + aresta de dg(x) — E(T)
acrescente y ao final de T
X4y

até que y = v

Devolva T




Execucao do algoritmo

Grafo original



Execucao do algoritmo

Trilha fechada (i, f, g, i)



Execucao do algoritmo

Trilha fechada (i, b,c,d, g, 1)



Anidlise do Algoritmo

Teorema 59

Se G é um grafo cujos vértices todos tem grau par e v é um vértice de grau positivo
em G, entdo TrilhaFechada(G, v) devolve uma trilha fechada n3o trivial em G com
inicio em v.
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1. todos os vértices de G tem grau par em G;
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Prova do Teorema 59

@ Se o algoritmo termina, entdo retorna uma trilha fechada n3o trivial em G
iniciando em v
@ O algoritmo termina pois
1. a cada iteragdo o conjunto E(G) — E(T) diminui em uma aresta,
2. existe uma aresta com ponta v em E(G) — E(T),
e sempre é possivel escolher {x, y} no lago. Isso porque:
1. todos os vértices de G tem grau par em G;
2. se v = x, entdo x tem grau positivo em G e E(T) =0, logo d¢(x) — E(T) # 0;
3. se v # x, entdo x tem grau impar em G[T] e como dg(v) = |0g(x)| é par, entdo

dg(x) — E(T) # 0.



Algoritmo TrilhaEuleriana

TrilhaEuleriana(G)

Entrada: um grafo conexo G cujos vértices tem grau par
Saida : uma trilha euleriana em G
r < vértice de G
T« (r)
Enquanto E(G) # E(T)
v < vértice de T de grau positivo em G — E(T)
faca uma rotacdo em T de forma a fazer de v seu inicio

T < T - TrilhaFechada(G — E(T), v)
Devolva T
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(a, b,i, h,a)



Execucao do Algoritmo

(a, b,i, hya) — (b,i, h,a,b)
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(b7 i7 h7 a? b)(b7 C7 i? f? g’ h7 b)
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(b7i7h7a7b7c7i7 f’g7h7b) % (I7 f7g7h7b7i7h7a7b7c7i)
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(i7 f7g7h7 b7 i7h7a7b7c7i)(i7d7e7 f? C7d7g7 i)
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Trilha euleriana: (i,f, g, h,b,i,h,a,b,c,i,d,e f,c,d, g,i)
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Basta observar que
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2. G — E(T) é um grafo cujos vértices tem grau par e v tem grau positivo em
G — E(T); consequentemente (T. 59), TrilhaFechada(G — E(T), v) devolve uma
trilha fechada n&o trivial em G — E(T) a partir de v;

3. o lago interno termina porque |E(T)| aumenta a cada iteragdo.



Corolario 61

grafo conexo cujos vértices todos tem grau par é euleriano



Teorema 62 (Teorema de Euler; Hierholzer, 1873)

grafo conexo € euleriano se e somente se todos seus vértices tem grau par
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se e somente se
tem exatamente dois vértices de grau impar
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grafo conexo tem trilha euleriana aberta
se e somente se

tem exatamente dois vértices de grau impar

Demonstracao.
Exercicio 82
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