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vV ={1,2,3,4,5,6,7}
A= {(17 2)7 (17 4)7 (27 3)7 (27 7)7 (37 3)7 (3a 5)7 (47 3)-
(4,5),(5,7),(6,3),(6,7)}
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V(G): conjunto finito (vértices)

A(G): C V(G) x V(G) (arcos)
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Arcos e Vizinhos

a=(u,v): arcode G

@ 0 arco a esta direcionado de v para v
@ 0 arco a é um arco de u para v
@ oarcoaincideem uev

@ o vértice u é a origem do arco a
@ o vértice v é o destino do arco a
@ 0 arco a sai do vértice u

@ 0 arco a entra no vértice v

@ v é vizinho de saida de u

@ u é vizinho de entrada de v

@ u e v sdo vizinhos (adjacentes)
@0

arco a é um lago se u = v
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Simetria

4
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G é simétrico: todo arco tem “retorno”

(u,v) € A(G) = (v,u) € A(G)

G é anti-simétrico: nenhum arco tem “retorno”

(u,v) € A(G) = (v,u) ¢ A(G)
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Grafo Transposto

2 3 2 3

4 4

GT: grafo transposto de G

cada arco é trocado por seu ‘“retorno”

V(GT) = V(G)
AGT) = {(v,u)|(u,v) € A(G)}
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vizinhanca de saida: vértices para os quais sai um arco

re(v) = {ue V(G)| (v,u) € A(G)}

sumidouro: vértice sem vizinhos de saida

vizinhanca de entrada: vértices a partir dos quais entra um arco
Me(v) = {ue V(6)| (u,v) € A(G)}

fonte: vértice sem vizinhos de entrada

vizinhanca: unido de ambas: g(v) :== T {(v) UTg(v)
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fronteira de saida de v: arcos que saem de v

0g(v) = {(v,u) € A(G) | ue V(G)}
fronteira de entrada de v: arcos que entram em v

9g(v) :={(u,v) € A(G) [ u e V(G)}

fronteira de v: unido de ambas: 9g(v) = 9L (v) Udg(v)
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grau de saida de v: nimero de arcos que saem de v: §5(v) := [0 (V)]
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grau de saida de v: nimero de arcos que saem de v: §5(v) :

I
<
o+
—~

<
=

grau de entrada de v: nimero de arcos que entram de v: §(v) := |0 (V)|

grau de v: soma de ambos: dg(v) = 65(v) + 0 (v)
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grau maximo de saida: AT(G) :=max{5{(v)|v e V(G)}
grau minimo de saida: 67(G) := min {0£(v) | v € V(G)}
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maximo de saida: AT(G) :=max{6{(v) | v e V(G)}
minimo de saida: 67(G) := min {05(v) | v € V(G)}
maximo de entrada: A™(G) := max {0 (v | veV(G)}
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grau
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maximo de saida: AT(G) :=max{6{(v) | v e V(G)}
minimo de saida: 67(G) := min {05(v) | v € V(G)}
maximo de entrada: A™(G) := max {0 (v | veV(G)}
minimo de entrada: 6~ (G) :=min {dz(v) | v € V(G)}
maximo: A(G) = max{dg(v)|v € V(G)}

minimo: §(G) = min{dg(v) | v € V(G)}



Matriz de Incidéncia




Matriz de Incidéncia

sem laco




Matriz de Incidéncia

sem laco

uma linha para cada vértice

~No o W=




Matriz de Incidéncia

12 14 23

2,7

3,5

4,3

4,5

57

6,3

6,7

~No o W=

sem laco
uma linha para cada vértice

uma coluna para cada arco




Matriz de Incidéncia

12 14 23 27 35

4,3

4,5

57

6,3

6,7

N
)
Il
~No U WN -

sem laco
uma linha para cada vértice
uma coluna para cada arco

na linha v, coluna a tem
1, seasaidev




Matriz de Incidéncia

12 14 23 27 35 43

4,5

57

6,3

6,7

N
)
Il
~No U WN -

sem laco
uma linha para cada vértice
uma coluna para cada arco

na linha v, coluna a tem
1, seasaidev

—1, seaentraemyv




Matriz de Incidéncia

12 14 23 27 35 43

4,5

57

6,3

6,7

~No o W=

sem laco
uma linha para cada vértice
uma coluna para cada arco

na linha v, coluna a tem
1, seasaidev
—1, seaentraemyv
0, se an3o incide em v




Matriz de Incidéncia

12 14 23 27 35 43 45 57 63 67
B . 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
2] -1 0 1 1 0 0 0 0 0 0
: e — 3 0 0 -1 0 1 -1 0 0 -1 0
¢~ 4/0 -1 0 0o 0 1 1 0 0 O
5 0 0 0 0 -1 0 -1 1 0 0
‘ ’ 6 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1
7 0 0 0 -1 0 0 0 -1 0 -1
sem laco
uma linha para cada vértice
uma coluna para cada arco 1, se a sai de v,
na linha v, coluna a tem Mglv,a] = ¢ —1, se aentraem v,
1, seasaidev 0, se a n3o incide em v.

—1, seaentraemyv
0, se an3o incide em v
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Teorema 64

Versdo do Teorema 3 para grafos direcionados

Yo W =1AG) = D i (v)

veVv(G) veVv(G)

Demonstracao.
Exercicio 93
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Matriz de Adjacéncia

1 2 3 4 5 6 7
2 s 110 1 0 1 0 0 O
210 0 1 0 0 0 1
1 Mg — 310 0 1. 0 1 0 O
410 0 1 0 1 0 O
5(0 0 0 0 O 0 1
6/0 0 1 0 0 0 1
4 s 70 0 0 O O O O
uma linha para cada vértice
uma coluna para cada vértice
] , se(u,v
na linha u, coluna v tem Mg[u,v] = {
, se(u,v

1, se u é vizinho de entrada de v
0, caso contrario



Matriz de Adjacéncia

uma linha para cada vértice
uma coluna para cada vértice
na linha u, coluna v tem

1, se u é vizinho de entrada de v
0, caso contrario

@ pode ter 1s na diagonal principal

1 2 3 4 5 6 7
110 1 0 1 0 0 O
210 0 1 0 0 0 1
310 0 1. 0 1 0 O
410 0 1 0 1 0 O
5(0 0 0 0 O 0 1
6/0 0 1 0 0 0 1
70 0 0 O O O O

Me[u, v] = {1 se (u,v

0, se(u,v



Matriz de Adjacéncia

uma linha para cada vértice
uma coluna para cada vértice
na linha u, coluna v tem

1, se u é vizinho de entrada de v
0, caso contrario

@ pode ter 1s na diagonal principal

@ sé é simétrica se G for simétrico

1 2 3 4 5 6 7
110 1 0 1 0 0 O
210 0 1 0 0 0 1
310 0 1. 0 1 0 O
410 0 1 0 1 0 O
5(0 0 0 0 O 0 1
6/0 0 1 0 0 0 1
70 0 0 O O O O

Me[u, v] = {1 se (u,v

0, se(u,v
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Grafo Subjacente
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Grafo Subjacente

S(G): grafo ndo-direcionado
e mesmos Vértices: V(S(G)) = V(G)
@ arestas no lugar dos arcos: E(S(G)) = {{u,v} | (u,v) € A(G)}

Convengdo/abuso de linguagem:

“arestas de G": E(G) := E(5(G))
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Passeio Direcionado

passeio direcionado: sequéncia (vo, ..., Vv,) de Vértices, satisfazendo

(vi—1,vi) € A(G), paratodo1<i<n



Conexidade Forte



Conexidade Forte

G é fortemente conexo



Conexidade Forte

G é fortemente conexo: existe passeio direcionado de qualquer vértice a qualquer
outro



Conexidade Forte

G é fortemente conexo: existe passeio direcionado de qualquer vértice a qualquer
outro

componente forte



Conexidade Forte

G é fortemente conexo: existe passeio direcionado de qualquer vértice a qualquer
outro

componente forte: subgrafo fortemente conexo maximal



Conexidade Forte

G é fortemente conexo: existe passeio direcionado de qualquer vértice a qualquer

outro

componente forte: subgrafo fortemente conexo maximal

c(6)



Conexidade Forte

G é fortemente conexo: existe passeio direcionado de qualquer vértice a qualquer

outro

componente forte: subgrafo fortemente conexo maximal

C(G): conjunto dos componentes fortes de G
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Grafo Condensado

grafo condensado de G: C(G)

V(C(G)): componentes fortes de G (C(G))
A(C(G)): {(X,Y)| existe arco de V(X) para V(Y) em G}
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@ uma Unica fonte e grau de entrada 1 nos demais vértices

e fonte: chamada de raiz da arborescéncia : r(T)
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O grafo subjacente de uma arborescéncia é uma arvore.

Demonstracao.

Exercicio 12



pais, filhos, ancestrais e descendentes



pais, filhos, ancestrais e descendentes



pais, filhos, ancestrais e descendentes

T: arborescéncia



pais, filhos, ancestrais e descendentes

T: arborescéncia

(u;v)



pais, filhos, ancestrais e descendentes

T: arborescéncia
(u,v): arcoem T



pais, filhos, ancestrais e descendentes

T: arborescéncia
(u,v): arcoem T

(s,...,t)



pais, filhos, ancestrais e descendentes

T: arborescéncia
(u,v): arcoem T
(s,...,t): caminho direcionado em T



pais, filhos, ancestrais e descendentes

T: arborescéncia
(u,v): arcoem T
(s,...,t): caminho direcionado em T

@ uépaidev



pais, filhos, ancestrais e descendentes

T: arborescéncia
(u,v): arcoem T
(s,...,t): caminho direcionado em T

@ uépaidev

o v é filho de u



pais, filhos, ancestrais e descendentes

T: arborescéncia
(u,v): arcoem T
(s,...,t): caminho direcionado em T

@ uépaidev
o v ¢ filho de u

@ s é ancestral de t



pais, filhos, ancestrais e descendentes

T: arborescéncia
(u,v): arcoem T
(s,...,t): caminho direcionado em T

@ uépaidev
o v ¢ filho de u

@ séancestralde t: s <t t



pais, filhos, ancestrais e descendentes

T: arborescéncia
(u,v): arcoem T
(s,...,t): caminho direcionado em T

@ uépaidev
o v ¢ filho de u
@ séancestralde t: s <t t

o t é descendente de s



pais, filhos, ancestrais e descendentes

T: arborescéncia
(u,v): arcoem T
(s,...,t): caminho direcionado em T
@ uépaidev
o v é filho de u
@ séancestralde t: s <t t
o t é descendente de s

t @ s é ancestral préprio de t



pais, filhos, ancestrais e descendentes

T: arborescéncia
(u,v): arcoem T
(s,...,t): caminho direcionado em T

@ uépaidev

o v é filho de u

@ séancestralde t: s <t t
o t é descendente de s

t @ s é ancestral prépriode t: s<t te

s#£t



pais, filhos, ancestrais e descendentes

T: arborescéncia
(u,v): arcoem T
(s,...,t): caminho direcionado em T

@ uépaidev

o v é filho de u

@ séancestralde t: s <t t
o t é descendente de s

t @ s é ancestral prépriode t: s<t te
sttt s<tt



pais, filhos, ancestrais e descendentes

T: arborescéncia
(u,v): arcoem T

(s,...

,t): caminho direcionado em T
u é pai de v

v é filho de u

s éancestral de t: s <7t

t é descendente de s

s é ancestral propriode t: s <t te
sttt s<tt
t descendente proprio de s



pais, filhos, ancestrais e descendentes

T: arborescéncia
(u,v): arcoem T
(s,...,t): caminho direcionado em T

u é pai de v
v é filho de u

°
o
@ séancestralde t: s <t t
o t é descendente de s

o

s é ancestral propriode t: s <t te
sttt s<tt

t descendente proprio de s

o folha



pais, filhos, ancestrais e descendentes

T: arborescéncia
(u,v): arcoem T
(s,...,t): caminho direcionado em T

u é pai de v
v é filho de u

°
o
@ séancestralde t: s <t t
o t é descendente de s

o

s é ancestral propriode t: s <t te
sttt s<tt
t descendente proprio de s

o folha: vértice sem filhos
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Floresta Direcionada

floresta direcionada: cada componente é arborescéncia

T: floresta direcionada geradora de grafo direcionado G

(u,v): arco forade T

laco: u=v

arco de retorno: u é descendente de v

arco de avanco: u é ancestral de v

arco cruzado: u £ Vv

Obs: Se G n3o é direcionado, arcos (u, v)fora de T podem ser apenas de retorno e
cruzado
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Relacdo com Arvores Enraizadas

(T, r): arvore enraizada
arborescéncia induzida por r em T

@ arborescéncia
@ orientacdo de T

@ do vértice mais préoximo para o mais distante de r

T: arborescéncia
arvore enraizada subjacente a T: (S(T),r(T))

abuso: mesmas terminologia e nota¢do para ambos






Corolario 71

Se T é uma arborescéncia e u é ancestral de v em T diferente do pai de v, entdo
T + (v, u) tem um dnico ciclo direcionado.
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Grafo Ponderado

par (G, w):

G: grafo (direcionado)
w: fun¢do que atribui a cada aresta (arco) a de G um peso w(a)
Dado conjunto de arestas X:

w(X): soma dos pesos das arestas em X: i.e., w(X) =y w(a)
matriz de adjacéncia:



Grafo Ponderado

a b c d e f g h i

a |0 4 0 o0 0 0 0 8 0

b |4 o0 8 0 0 0 0 11 o0

c| o0 8 0 7 0 4 0 0 2

M. d]o0o o0 7 0 9 4 0 0 0
G= e | o0 0 0 9 0 10 0 0 0
flo o0 4 14 10 0 2 0 o0

g |0 0 0 0 0 2 0 1 6

h |8 11 0 o0 0 0 1 0o 7

i|lo o 2 0 0 0 6 7 0

par (G, w):

G: grafo (direcionado)
w: fun¢do que atribui a cada aresta (arco) a de G um peso w(a)

Dado conjunto de arestas X:
w(X): soma dos pesos das arestas em X: i.e., w(X) =) w(a)
matriz de adjacéncia:

w({u,v}), se{u,v}e E(G),

Mglu,v] =
, caso contrdario.
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@ Peso do passeio P = (vp,...,v,) em G:

n
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Passeios e Caminhos Ponderados

(G, w) é um grafo (direcionado) ponderado.

@ Peso do passeio P = (vp,...,v,) em G:

n

w(P) :=> w({vi-1,vi}).

i=1

o Caminho minimo em um grafo ponderado: caminho de peso minimo no grafo
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Caixeiro Viajante

Caixeiro Viajante é o problema de encontrar um ciclo hamiltoniano de peso minimo
em um grafo direcionado com pesos.

Corolario 72

O problema do Caixeiro Viajante é N'P—dificil.

Demonstracao.

Exercicio 104.
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Grafo Orientado

grafo direcionado obtido “atribuindo direcao” a cada uma das arestas de um grafo
n3do-direcionado

@ o grafo direcionado é uma orientacao do grafo ndo-direcionado
@ o grafo n3o-direcionado é o grafo subjacente do grafo direcionado

@ um grafo orientado é anti—simétrico

torneio: orientacdo de um grafo completo
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Multigrafo

e diferentes arestas podem ter as mesmas pontas (arestas paralelas)

@ as pontas de uma aresta podem coincidir (lagos)

grafo simples: n3o tem arestas paralelas nem lacos
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