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Linguagens regulare

* Linguagens L para as quais as seguintes afirmacoes sao verdade
» Existe um AFD D talque L = L(D)
» Existe um AFN N talque L = L(N)
* Existe um e-AFN E talque L = L(E)
» Existe uma expressédo regular R talque L = L(R)

* Todos estes modelos sao equivalentes na sua expressividade



Lema do bombeamento

* Lema (do Bombeamento para linguagens regulares). Seja L
uma linguagem regular. Entao existe uma constante inteirat = 1
tal que para toda string w € L satisfazendo |w| = t, existem
strings x,y,z € L™ satisfazendo o seguinte:

* w = xYyz e as condi¢goes abaixo sao satisfeitas:
1. y#¢

2. |xy| <t

3. Paratodok = 0,xy*z €L



Exercicios

Exercicio 4.1 Prove que as seguintes linguagens ndo sdo regulares:

* A linguagem L, das strings bindrias da forma ww"

* A linguagem L, das strings binarias da forma ww

* A linguagem L., das strings binarias que tem a mesma quantidade de O’s e 1’s.
A linguagem L,, = {w : o nimero de 0’s em w € o dobro do nimero de 1’s}.

e A linguagem L,, = {01/ : i> j}

e Alinguagem L,, = {01/ : i < j}

A linguagem Ly, = {1° : s € um quadrado perfeito}.
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Intuicao

* £&-AFNs que possuem uma memoria adicional no formato de uma
pilha de dados

 &-AFN
* Processa um ou zero simbolos da string de entrada
* Faz uma transicao de estado

 Automato com pilha
« Consome um ou zero simbolos da string de entrada
 Desempilha o simbolo do topo da pilha
* Faz uma transicao de estado
 Empilha uma quantidade finita de simbolos na pilha



Mais comparacoes

* Em um £-AFN, a funcao de transicao tem como entrada
e Q) XX U{¢e}
* Em um automato com pilha, a funcao de transicao tem como

entrada
e O xXU{e}xT
* Onde I é o alfabeto da pilha

e Asaidaé

* {(Ch; V1); (Qz; VZ); ery (qk; Vk)}
* Onde cada g; € um estado

 Ecaday; € I'* (uma string sobre o alfabeto da pilha)



Definicao

* Definicao. Um automato com pilha (AP) P € uma 7-tupla P =
(Q,%,T,6,q9,Zy, F) tal que:
* 0,2, qp, F tém a mesma interpretacao que em um &-AFN
* [' é o alfabeto da pilha
/o € I' e o simbolo inicial da pilha, de forma que Z, & X

* 5:Q X ZU{e} XT - {(q1,71), (92, ¥2), -, (qr, Vi) }, talque q; € Qey; €T

* Por convencgao, Z, € o unico simbolo presente na pilha no inicio
da computacao, e marca o “fundo” da pilha



Lendo diagramas

* Os rotulos das transicoes de um AP sao como abaixo

(a; b; w)
p >

* a = simbolo da string de entrada
* b =topo da pilha (que foi desempilhado)
* w = string para empilhar (de tras pra frente)




Lendo diagramas

* Os rotulos das transicoes de um AP sao como abaixo

(a; b; w)
p >

* a = simbolo da string de entrada
* b =topo da pilha (que foi desempilhado)
* w = string para empilhar (de tras pra frente)

WiW5 ... Wy




Exemplo

* AP para a linguagem Lyy das strings binarias da forma ww?

(05 Zo; 0Zy), (1: Zo; 12y),
0 0: UU (0 1 01),
l 0: lU (l l: ll

(0; 0; €),(1; 1; €)
E' Z0; Z{;
(€; O 0), ( (&3 Zo; Zo)
1nicio —| 9o >




Projetando APs

» E comum sempre manter Z, no fundo da pilha
* Ajuda a saber quando a pilha esta vazia

* Observacao. Um AP morre se tenta realizar uma transicao com a
pilha vazia (sem nem mesmo Z£,)

Apresente a definicdo formal e o diagrmaa de um AP que aceite a linguagem
L={0"1" : n>1}.



Definigédo formal &
da computagao




Configuracao

* Considere um AFD (ou um caminho de computacao de um &-AFN)
processando uma stringw = wyw, ... Wy,

* Depois de processar wyw, ... w;, que informacgao é necessaria
para continuar a computagao com w; Wi,y ... Wi ?

* O estado em que o AFD se encontra

* Apropria string w; {W;o ... Wy

e Eum AP?
* O estadoem que o AP se encontra
* A propria string w;{Wj o ... Wg
* Os simbolos que estao na pilha de dados (uma string)




Passo computacional

 Definicao (Configuracao de um AP). SejaP = (Q, %, T, 6,9y, Zy, F)
umAPeq € Q,w € X*,y € I'". Uma tripla (q,w, y) é chamada de
uma configuracao de P.

* Definicao (Um passo computacional). Seja Seja P =
(Q0,%,T,8,q9,Zy, F) um AP. Escrevemos (q,aw, XB) +p (p,w,af)
se (p,a) € §(q,a,X),ondew €X*ef €T".

* Exemplo. O AP Ppr do slide X com a entrada 010010 no seu
primeiro passo sai da configuragao (g, 010010, Z,) e atinge a
configuracdo(qgy, 10010,0Z,)



Varios passos computacionais

* Definicao (Sequéncia de passos computacionais). O simbolo
5, usado para representar um sequéncia de passos que leva a
computagao de uma configuragao (; para outra configuragao (; €
definido recursivamente

* Base. Se (; ¢ uma configuragdo de um AP, entao C; 5 C;
* Inducgdo. C; Fp C; se existe (y talque C; Fp Cy e Cy Fp C;

* Definicao (Aceitacao e rejeicao). SejaP = (Q,%,T,6,qq,Zy, F)
um AP. Dado w € X*, dizemos que P aceita w se
(qo,W,Zy) Fp (q,&,a) paraq € F e a € T'*. Caso contrario,
dizemos que P rejeita w.



Arvore de computacoes

* Definicdao. DadaumAPP = (Q,%,T,6,qqy,Zy, F) e uma string w. A
arvore de computacoes possiveis de P com w € definida
Indutivamente:

* Base: Inclua na arvore o no raiz correspondente a configuracao C, =
(qo'W' ZO)

* Indugao: Seja C; um no da arvore. Se (; Fp Cj, entao inclua o n6 C; como
filho de C; na arvore

* No proximo slide, exemplo de arvore de computacao do automato
Prpr comastring 1111



(q0,11,1179)

(q0.1,111Z9)

(qo.€,1111Zg)

(qo.€,11Zy)




Linguagens aceitas por APs

* Definicdo. SejaP = (Q,X%,T,8,qy,Zy, F) um AP. Definimos a
linguagem de P como L(P) = {w € X* | w é aceita por P}.

* Definicao. Dada uma linguagem L, se existe um AP P tal que L =
L(P), entado L € dita uma linguagem livre de contexto.
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Variacoes de APs



Automatos gue esvaziam a pilha

* Pergunta chave: quais sao as strings que fazem um determinado
AP esvaziar completamente a sua pilha (e entao morra na proxima

transicao)?
 Definicdo. SejaP = (Q,%,T,98,q9,Zy, F) um AP. Entdo N(P) =
{w € X" |(qo,w,Zy) Fp (q,¢,¢) } paraq € Q qualquer.
* Exemplo. O AP Prr nunca esvazia sua pilha, portanto N(Prgr) = 0.

* Duas possibilidades: ou P esvazia a pilha ou nao

* Permite usar N(P) para definir uma certa “linguagem” do autdmato
* Que pode ser diferente de L(P)



Automatos gue esvaziam a pilha

* Teorema. Seja P um AP qualquer. Entao existe um AP P’ tal que
L(P') = N(P)

* Teorema. Seja P um AP qualquer. Entdo existe um AP P’ tal que
N(P") = L(P)



APs deterministicos

* Definicao. Um automato com pilha deterministico (APD) P € um
automato com pilhaP = (Q,%,T, 8, qy,Zy, F) cuja funcao de
transicao 0 possui as seguintes restricdes

* Paraquaisquerqg € Q,a € XU {e}eX €T, temos |6(q,a,X)| < 1.
 Seexisteqg € Q,a€XeX el'talqued(qg,a,X) # @,entdo 5(q,&,X) = 0.

Considere o alfabeto {0, 1, M} e a seguinte linguagem sobre este
alfabeto: Lyyg = {wMw" :tal que w € {0,1}* }. Mostre um APD que decida Lgyx.



Alguns resultados

* Teorema. O conjunto de linguagens decididas por APs é
estritamente maior do que o conjunto das linguagens regulares.

* Teorema. Toda linguagem decidida por um APD tambeéem €&
decidida por um AP.

* Teorema. Nao existe APD que decida a linguagem Lpp.



Para fechar



Para fechar

* Hoje
* Autdbmatos com pilha

e Proxima aula

 Gramaticas livres de contexto
* Definem regras para produzir strings
 Equivalentes a APs
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