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5 Ajuste de curvas pelo método dos minimos
quadrados

5.1 Introducao

Uma forma de se trabalhar com uma funcéo definida por uma tabela de valores é a
interpolacdo. Contudo, a interpolacdo pode nédo ser aconselhavel quando:

e E preciso obter um valor aproximado da fungdo em algum ponto fora do intervalo de
tabelamento (extrapolagéo).

e Os valores tabelados sdo resultado de experimentos fisicos, pois estes valores poderdo
conter erros inerentes que, em geral, ndo sao previsiveis.

Surge entdo a necessidade de se ajustar a estas funcdes tabeladas uma funcéo que seja
uma “boa aproximagdo” para as mesmas € que nos permita “extrapolar” com certa margem de
seguranca.

Assim, 0 objetivo deste processo € aproximar uma funcdo f por outra fungéo g,

escolhida de uma familia de fung¢bes em duas situacdes distintas:
e Dominio discreto: quando a funcdo f é dada por uma tabela de valores.
y

A

e Dominio continuo: quando a fungdo f é dada por sua forma analitica.
y

A

y=f(x)

v %
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5.2 Caso Discreto

O problema do ajuste de curvas no caso em que se tem uma tabela de pontos:
Xl X2 X3 Xm
f(x) f (xy) f (X3) f (Xp)
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com X, X5, X3, ..., Xy €[a,b], consiste em: “escolhidas” n funcdes continuas g, (x),

d,(x), 93(x), ..., 9,(x), continuas em [a,b], obter n constantes o, a,, O3,

que a funcdo g(x)=0y g;(Xx)+a, 9o (X)+03 J3(x)+ ..
maximo de f (x).

..., 0, tais
. +0, 0,(x) se aproxime ao

Este modelo matematico é linear pois os coeficientes que devem ser determinados
oy, Oy, O3, ... ,0, aparecem linearmente, embora as fungdes g,(x), g,(x), 93(x), ...,
Jn (x) possam ser ndo lineares.

Surge entdo a primeira pergunta: Como escolher as fungdes continuas g,(x), g, (x),

93(x), ..., Gn(x)?

Esta escolha pode ser feita observando o grafico dos pontos tabelados (diagrama de
dispersdo) ou baseando-se em fundamentos tedricos do experimento que forneceu a tabela.

Seja dy=f (X )—g(Xc) o desvioem X, .
O método dos minimos quadrados consiste em escolher os coeficientes o, a,, O3,

..., 0, de tal forma que a soma dos quadrados dos desvios seja minima, isto é:
m

m
>dg=>[f(x)—9(x )T deve ser minimo.
kel kL

Assim, os coeficientes a4, a,, O3, ... ,0, que fazem com que g (x) se aproxime ao
méaximo de f (x), sdo 0s que minimizam a funcéo:

F (01,02, Gt )= 2L (%)~ ()] =
k=1

L () — 040 () — 028 (%) — taGa(Xe )~ — ctn G (%)

k=1
y g
A °
f(% o °
°
\ ® dk )
e °
. JEEER
Xi ‘ >
Para isto € necessario que:
oF . L
(a1|a2|a3|”'1an)20, J:]., 2, 3,,n,|3t0e
oF

a—(al’az’as""’%F
o]
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2'i[f(Xk)_algl(xk)_azgz(xk)_"'_angn(xk)]'[_gj(Xk)]:O’ 1=1.2,3,...n

k=1
ou
Z[f (X ) =018 (X ) — 029 (X ) =+ - — an 9 (X )1-[9 (X )1 =0,
k=1
i=1,2,3,...n

Assim, tem-se 0 seguinte sistema de n equages lineares com n incognitas oy, o,
A3, ..., 0!

T () — 001 (%) — 028 ()~ G (% )]-[02 (%) =0
k=1
Z[f (X ) — 0181 (X ) — 0292 (X ) =+ —an 9 (X )] [92 (X )]=0
k=1
ST (%) — 001 (% )~ 0 (%)~ — 0t G (% )] [0 (64 )]= 0
k=1

Que é equivalente a:

ignxk)-gl<xk>}-a1+---+{igl<xk)-gn(xk)}-an =3 0 (%) (%)
k=1

k=1 k

N

3

> 05 (%) 0% |0+ > 02 (%) Gn (%) |- = 300 (%) - F (%)
L k=1 i L k=1 i

kS
&

Zgn(xk)'gl(xk) Oy et Zgn(xk)'gn(xk) 'anzzgn(xk)'f(xk)
L k=1 i k=1 i k=1

As equacOes deste sistema linear sdo chamadas de equagfes normais.
Este sistema pode ser escrito na forma matricial A-a=Db:

a0+ A0, + o+ 30, = b
a210tl + a220L2 + .-+ aZnG.n = b2
anlal + anzaz + e+ annOLn = bn

m m
onde A=(a;) tal que a; :Zgi(xk)'gj(xk) :Zgj(xk)'gi(xk):aji , ou seja, A €
k=1 k=1

uma matriz simétrica;

m
a=[oy, 05,0 ]" € b=[by,b,,---,b]" & tal que by :Zgi(xk)' (%)
k=1

m
Lembrando que, dados os vetores x € y €R™ o nimero real (X, y>=Zxk Y €
k=1
chamado de produto escalar de x por y, e usando esta notacdo no sistema normal A-a =D,

tem-se: a; =(0;,d;) e by =(g;, f) onde:
g1 éovetor [gi(%) 9(%) 9i(%) - 9 ()] e
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f eovetor [f(x) F(X) f(xg) - F(x,)I .

Desta forma o sistema na forma matricial fica:
(01,91 (01.T2) (01,00 | | o <glaf__>
(02,01) (09,02 (92,0, | %2 |_ (G2, 1)

(G000 (90020 -~ (Gn.00)] (o] [(Gnn P
Demonstra-se que, se as fungdes g;(x), g, (x), 93(x), ..., 0, (x) forem tais que os
vetores 0;,05,03,---,J,, sejam linearmente independentes (LI), entdo det A=0 e o sistema
de equaces € possivel e determinado (SPD). Demonstra-se ainda que a solucdo Unica deste
sistema, a4, a,, O3, ... ,0, € 0 ponto em que a fungdo F (aq,a,,03,...,0,) atinge seu
valor minimo.

OBS. 3: Se os vetores 0;,0,,03,--*,0,, forem ortogonais entre si, isto €, se
(Gi,g;)=0sei=j e (G;g;»#0se i=]J, amatriz dos coeficientes A serd uma matriz

diagonal, o que facilita a resolucdo do sistema A-a=b.

89. (Regressao Linear) Ajustar os dados da tabela abaixo através de uma reta.

i 1 2 3 4 5
X 1,3 3.4 51 6,8 8,0
fx) | 20 5,2 3.8 6.1 5.8

Resolugdo: Fazendo g(x)=oa,-0;(X)+a,-g,(X) e considerando

gi(xX)=1e g,(x)= X, tem-se: g(X)=o; +0,-X.

Assim, a reta que melhor se ajusta aos valores da tabela tera coeficientes o; € a,, que
sdo solucédo do seguinte sistema na forma matricial:

nggﬁ <g11g2>i|.|:ali|:|:<61vf>}
(02,01 (02,92 ] a2 |(T,, )
g= 11171

g,=[L3 34 51 68 80]

f=[20 52 38 61 58]

(91,01 =(MO)+OO)+HD)D)+O)(D)+D)(1) =5

(91,9, =(1)(1,3)+(1)(3,4)+(1)(5,1)+(1)(6,8)+(1)(8,0) = 24,6

(95,01 = (1,3)(1)+(3,4)(1)+(5,1)(1)+(6,8)(1)+(8,0)(1) = 24,6

(T,,T,) =(1,3)(1,3)+(3,4)(3,4)+(5,1)(5,1)+(6,8)(6,8)+(8,0)(8,0) = 149,50
(Op, F) =(1)(2,0)+(1)(5,2)+(1)(3,8)+(1)(6,1)+(1)(5,8) = 22,9

(T,, F) =(1,3)(2,0)+(3,4)(5,2)+(5,1)(3,8)+(6,8)(6,1)+(8,0)(5,8) = 127,54

Assim,
5 24.6 olg 229
246 14950 | oy 127,54

Logo a equacdo da reta procurada é:
g(x) =0y +a, - x = g(x) =2,01+0,522 x
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90. Ajustar os dados da tabela através da parabola g (x)=x?:

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
x | -1 |-075| 06| -05]-03| 0 [02 ] 040507 1
f(xi) 205 |1153| 045 | 04 0,5 0 0,2 06 (0512 1,2 2,05
Ay
! : B
[} 7
[} ]
[} ]
[} 7
[} 7
A ]
[} 7
[] ]
A §
\‘ 1 "
A ’
A U
\‘ ."
"\ ° Y
o“ 'I
‘\‘ .'/
K] T x

Resolucdo: Fazendo g(x)=oy-g,(x) e considerando g,(x)=x?, obtém-se g(x):al~x2.

Assim, para se obter a parabola que melhor se ajusta aos pontos da tabela, serd necessario
encontrar o, do sistema:

kg, 6] oy ]= [< f, gl)]

0.=[(-D)* (079 (-06)° - (7 O

f =[2,05 1153 045 --- 12 2,05]

(01,90 =(-1)*(-1) *+(-0,75) * (-0,75) * +(-0,6) * (-0,6) °+ ... + (0,7) *(0,7) * +

(1)2(1)? = 2,8464

(Gy, F) =(~1) % (2,05)+(-0,75) 2 (1,153)+(~0,6) 2 (0,45)+ ...+ (0,7) 2 (1,2) +

(1)%(2,05) =5,8756.

Assim, oy = MS:2,0642

2,8464
Logo a equagio da parabola procurada é: g(x) =a, - x> = g(x) = 2,0642 - x*

91. Ajustar os dados da tabela abaixo por um polinémio do segundo grau
9(X) =0y +01y - X+ 05 - X

[ 1 2 3 4
Xi -2 -1 1 2
f(x) 1 -3 1 9

Resolucdo:  Neste caso tem-se que: g;(x)=1, g,(X)=x e g3(x)=x2

(01,010 (01,92 (01,03 | | (01, i
(92,01) €02,92) (02,03) |'| a2 |=|(0; t>
(03,01) €03.02) €03.03)| | o3 (@3, f
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o= 111

g,=[-2 -1 1 2

3. =[-2° D @* @°7

f=[L -3 1 9

(8,91) =(DO+D)Q)+D)D)+1)(2) = 4

(G, T2) =(D)(-)+D)(-D)HD)(D)+HD)() = 0

(9,,00) = ((W+-D)Q)+D)(D)+(2)(1) = 0

(81,03) =(1) (-2)*+(1) (-1)*+(1) ()° +(1) (2)*= 10
(83,00 = (-2° (+ (D> W+ B> @)+ (2)° (1) =10
(T2.02) =(-2)(-2)+(-1)(-1)+(1)(1)+(2)(2) = 10
(92:03) = (-2) (-2)*+(-1) (-1)*+(1) ()° +(2) (2)*= 0
(02,02 = (-2°(-2)+ (-D)*(-1)+ W* )+ (2°(Q) =0
(T3,03) = (-2)* (-2)°+ (-D* (-1)*+ )* ()° + (2> (2)*= 34
(@, ) =Q@O+D)(3)+D)(D)+(1)(9) = 8

(T, ) = (2 (M) +(1)(=3)+(1)(D)+(2)(9) = 20

(@ F) = (-2)° O+ (-1)° (3)+ (O* (V+ (2)*(9)= 38 Assim,
4 0 10| | oy 8

0 10 O |]o,|=]20|=a;=-3, a,=2¢e 03=2.Logo aequagdo da
B

parabola procurada é: g(X) =0y +0., - X+043 X2 = g(X)=—3+2-x+2-x2

5.3 Caso Continuo

No caso continuo, o problema de ajuste de curvas consiste em: dada uma funcao
f(x), continua em [a,b] e escolhidas as fungdes g;(x), g,(x), gsz(x), ..., gn(x), todas

continuas em [a,b], determinar constantes a,,a,,03,...,0, de modo que a funcéo
In(x) = a191(x) + a29,(x) + a3g3(x) + - + @, g, (x), se aproxime ao maximo de f (x)

no intervalo [a,b].
Seguindo o critério dos minimos quadrados para o conceito de proximidade entre

f(x) e g(x), os coeficientes o,,a,,03,...,0, a serem obtidos sdo tais que
I:[f (x)— g(x)JPdx seja o menor possivel.

Para achar o tal que g (x)~ f (x), tome:

I:[f(x)—g(x)]de:F(oc):F(ocl,ocz,oc3 ..... o).

Encontram-se os pontos criticos de F (co):
oF

Mas, F (o)= [ T (x) - g()Fdx= [ T (0% - 21 ()g(x) + 9()2Ix

= F ()= [ f(02dx-2 [ f (x)g(x)dx+ [ g(x)2dx.

(@)=0, j=1,2,...,n.
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oF

Ao desenvolver o ()=0, j=1,2,...,n, obtém-se:
a.
j

[ ()9 (xdx
[2F (0 (x)dx

ot v k| [Le008,000Ka,
[jjgz(x)qu)dx}al o [j:gz(x)g.n(x)dx}an

Joon0m 0ot + v [R0dan = [ 100,000

Este é um sistema linear Ao=b de ordem n.

b
AI( aij ) tal que aij Ijagi(X)gj(X)dXI aji = a.ij Iaji .

A é SIMETRICA. a=(ay,0,,03,...,0,) e b=(b,b,,bs,...,1,), tal que
b
b= f ()@ (x)dx.

Usando a definigdo de produto escalar de duas fungdes p (x) e q(x) no intervalo

[a,b] por (p,q) :j:p(x)-q(x)dx, o sistema Aoa=b fica:

A=(a)=(0;,9;) e b=(b)=(f,g;).

Aproximar a fungdo f (x)=4 x3 por um polinédmio do primeiro grau, uma reta, no
intervalo [0,1].

Resolucéo:

g(x)=0q g1(x)+0a, g, (x)=a,+a, x, isto &, g;(x)=1le g,(x)=x.
Ac=b :{all alz]{al}:{bl}:rgl,gﬁ <91,92>]{0€1}:{<f191>}

8 ] (0] b, (92,91 €092,92)] [a2] [(F,92)
3;,=01,91) =I;912(X)dX=I;dX= X|(1) =1

1

1 1 x| 1
312:<91192>=<92,91>=azlzjogl(x)gz(x)dXZIOXdX:—2 =3
0
1 1 Xsl 1
— _ 2 _ 240 i
a22—<92,92>—J.0 gz(x)dx—J'Ox dx_?O_3

1
b =(f,g,) =j;f(x)gl(x)dx=j;4x3dx=x4‘0=1

1
1 1 1 Ax°
b, =(f,92)=, f(x)gz(x)dx=J.O4x3xdx=jo4x4dx=%

4
5

1 1 1
Ao=b = | f-[al}: . :>oc1——4eoc2—£3
3 3 L%] |5 5
Logo:
g(x)=1—58x—g ~ f (x)=4x3 em[0,1].
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93. Aproximar a funcdo f (x)=e* no intervalo [0,1] por uma reta.

Resolucgéo:

g(x)=ay g1(x)+a, g (X)=ay+a, X,
isto &, g;(x)=1e g,(x)=x.

Ac=b {311 alZ} {al}_{bﬂ {(91’90 <91’92>} {al}_{“cygﬁ}
a=h = : = = : =
A Ap | oy b (92,91 (92,92 |an] [(F.02)
, L
a12=(g1,g2>:(1,x>:j;1-xdx={x?} =%

0

1
Aa1=(0,,091) =(0;,9,) = >

1

1 3 1

A2,=(02,92) = (X, X) = Io x2dx={%} =§
0

b1:<f,gl>:<ex,1>:I;ede:[eX}):e—1
b2=<f,gz>:<ex,x>:ﬁex~xdx

Usando o método de integracdo por partes em b, : Iu -dv=u -v—jv-du
I X-e*dx=?

Fazendo u=x — du=dxe dv=e*dx— v=e*, obtém-se:

I X-eXdX:X-eX—IeX-dX:x-eX—eX:(X—l)eX+ C

Logo, I;x-exdx = [(X—l)-ex]t =0—(-1-e%) =1.

Assim:

1 1i|o| |e-1
Ao=b = 1 % . = = a;=4e-10e a,=18-6e.
Logo:

g(x)=(18-6e)x +4e-10~ f (x)=€* em[0,1].
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5.4 Familia de Funcdes Nao Lineares nos Parametros
Em alguns casos, a familia de fungdes escolhidas pode ser ndo linear nos pardmetros,

m
isto é, g (x) ndo é da forma Zak -0y (X) . Nestes casos ¢ preciso efetuar uma “linearizagdo”,
k=1
através de transformacGes convenientes.
Exemplos:

e 19 f (x)=ay % =g(x)

Inf (x)=Inoy-e*?=Ina,+a,-x=G (x).

Fazendo Ino, =3, € a, =a,,tem-se: G (x)=a,+a, - X,
Desta forma G (x)~Inf (x), sendo que G (x) é linear nos parametros a, € a, .
.« 2) f (r———=g(x)
o + 0Ly - X
L G
mza1+a2-x= (X)

Fazendo o, =3, € a, =a,, tem-se: G (x)=a,+a, - X,

1 .- A
Desta forma G (x)zf—), sendo que G (x) € linear nos parametros a, e a,.
X

e 39 f (x)={oy+0,-X=g(x)
f2(x)~ay+0,-x=G (x).
Fazendo o, =@, € a, =a,, tem-se: G (x)=a,+a, - X,

2 - .
Desta forma G (x )=~ f “(x), sendo que G (x) é linear nos parametros a, e a,.
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94. Ajustar os dados da tabela que segue por uma fungédo da forma g (x)=a, - e,

X 0 1 2
f (x) 1 0,5 0,7

Resolugdo: Desta forma, “linearizando” a fungdo ¢ (x)= al-eazx, como no primeiro
exemplo anterior, tem-se:
Inf (x)=In o, €% =Inoy+a,-x=G (x).
Fazendo Ina,=a, € a,=a,, tem-se: G (x)=a,+a,-X.
Desta forma G (x)=Inf (x), sendo que G (x) € linear nos parametros a, e a,.
Fazendo agora g;(x)=1e g,(x)=x:

{(E_h’qﬁ @1’@2)]{31}_{<m,g1>}

(9,000 (92,02)] @] |[(Inf,gy)

g=[t 1 1f

g,=[0 1 2

Inf=[In1 In05 Ino,7T"

(91, G =(1)(L)+D)()+1)(1) =3
(T1,02)=(1)(0)+(1)(1)+(1)(2) =3
(02,01)=(01,0,)=3

(T2,0,)=(0)(0)+(1)(1)+(2)(2) =5
(nT,3)=(In1)(L)+(1n0,5)(1)+(In0,7)(L) = 1,050
(N T,3,) =(In1)(0)+(1n0,5)(1)+(1n0,7)(2) = ~1,406

3 3| | | ~L0s0 0,172¢e 0,178
17 |= a,= -0, a,=-0,178.
3 5| a,| |-1408] ~ 2

Assim, o, =a, = 0,178 ¢ o, =e* = *172=0,842.

Desta forma, tem-se que: g (x)=o, -€“2

=19 (x)=0,842- |~ f (x).
Os paréametros assim obtidos ndo sdo oOtimos dentro do critério dos minimos

guadrados, isto porque estamos ajustando o problema linearizado por minimos quadrados e
ndo o problema original. Portanto, os parametros a, e a, do exemplo, sdo 0s que ajustam a

funcdo G (x) a funcdo In f (x), no sentido dos minimos quadrados. Ndo se pode afirmar

que 0s parametros o, e o, (obtidos de a, e a,) séo 0s que ajustam g (x):al-eazx a f(x),
dentro do critério dos minimos quadrados.
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