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¢

» |ntroducao
<

Integracao Numeérica

» Do ponto de vista analitico existem diversas
regras, que podem ser utilizadas na pratica.

» Porém, técnicas de integracao analitica, como o
Teorema Fundamental do Calculo Integral, nem
sempre resolvem todos 0s casos.

» Também nao se pode dizer que uma funcao
simples tera também uma primitiva simples.

» Pois f(x) = 1/x (funcao algégrica racional)
» In(x) (funcao transcendente — primitiva de 7/x)
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‘, Integracao Numeérica

» |ntroducao
<

» Quando nao se pode calcular a integral por
- métodos analiticos, mecanicos ou graficos,
recorre-se a métodos algoritmicos.

- » Porem existem situagdes em que apenas 0s
métodos numeéricos podem ser usados.

» Se Nao possuirmos a expressao analitica de f,
poderemos apenas usar o metodo numerico.

» A integracao numerica pode trazer otimos
y resultados quando outros métodos falham.
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» |ntroducao
<

e

Integracao Numeérica

» A solucao numérica de uma integral simples e
comumente chamada de quadratura.

» Sabe-se que do Calculo Diferencial e Integral que
se f(x) € uma funcao continua em [a,b], entao
esta funcao tem uma primitiva neste intervalo.

» Assim, existe F(x) tal que | f(x) dx = F(x) + C,
com F'(x) = f(x),
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‘, Integracao Numeérica
» |ntroducao
*“‘ » Demonstra-se que, no intervalo [a,b],

— ff(x)dXZF(b)—F(a)

] 7 a ~ " u
»tais métodos, nao se aplicam a alguns tipos de
integrandos f(x), se nao sao conhecidas suas
primitivas F(x).

e

”
i » Nestes casos, e nagueles em que a obtencao da
primitiva, embora viavel, € muito trabalhosa,
_— podem ser empregados métodos para o calculo
! do valor numérico aproximado de:
: b
J £(x)dx o d =
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‘, Integracao Numeérica
» |ntroducao

% » A aplicacao de tais métodos é obviamente
necessaria no caso em que o valor de f(x) é
— conhecido apenas em alguns pontos, num intervalo
[a,b], ou através de um grafico. Lembrando que:

- ff )dx=1lim Z f(x;)A x,(Riemann),

n—o ;=1
.
» ondeXiE[xi_l, x,|partesde|a,b|,comx,=a,x =b

e A x.=|x,—x,_,|, paran suficientemente grande

e A x; suficientemente pequeno.

£ " b
Zf(fl.)Axiﬁlimf(x)dx é
e i=1 a L 8
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‘, Integracao Numeérica

®» |[ntroducao b
d
» Sendo f(x) ndo negativa em [a,b], {f(x) *

representa, numericamente, a area da figura
% delimitada por y=0, x = a, x =b e y = f(x), como
mostra a figura abaixo:

&

o Y A
- y="f(x)
O| a b >
¢ b
.... A= f(x)ds 0.
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‘, Integracao Numeérica
» |ntroducao

% » Quando f(x) nao for somente positiva, pode-se
| considerar f(x) em modulo, para o calculo da area,
% - como mostra a figura abaixo:
A
Y
o
y="F(x)
™
. A
- Ol a
y C b
A=] f(x) +J" f(x)ldx ou  A=[|f(x)dx ,
s a A & -
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‘, Integracao Numeérica
» |ntroducao

&
» A idéia basica da integracao numerica € a
3 substituicdo da funcao f(x) por um polindémio que a
aproxime razoavelmente no intervalo [a,b].
"““7.-.) » Assim o problema fica resolvido pela integracao de
polinbmios (tarefa trivial).
B
4
s 1 4 -
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‘, Integracao Numeérica
» |ntroducao

&
» Com este raciocinio podemos deduzir formulas para
o aproximar a integral de f(x)dx no intervalo [a;b].
,ﬂ__,r* ’ . o ~
» As formulas que deduziremos terao a expressao
- abaixo:
B .

o | FO0)dx=] f(x)dv=Ay £ (5)+A, f(x) .+ 4, £ (x,

x.€la,b|,i=0,1,..,n
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‘, Integracao Numeérica
» Formulas de Newton-Cotes
&
» Nas formulas de Newton-Cotes a ideia de polinbmio
- gue aproxime f(x) razoavelmente € que este
polinbmio interpole f(x) em pontos de [a,b]
igualmente espacados.

™ » Consideremos a particdo do intervalo [a,b] em
subintervalos, de comprimento h, [ X, X. ], /=
- 0,1,....n-1. Assim X  —X= h=(b-a)/n.
4
' A 4 -
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Integracao Numeérica

» FOormulas de Newton-Cotes

» As formulas fechadas de Newton-Cotes sao formulas
de integracao do tipox, =a,x =be

| £ (x)dx= ff = Ay f (x)+ A, f(x)+. A, f (x Z

a =

N » Sendo os coeficientes A determinados de acordo

com o grau do polinbmio aproximador.

» Analisaremos a seqguir algumas formulas fechadas
de Newton-Cotes como regra dos retangulos, regra
dos trapézios e regra de Simpson. é
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&

Integracao Numeérica

» Regra dos Retangulos

» Seja o intervalo finito [a,b] no eixo x que é
particionado em n subintervalos igualmente
espagados [ x, x _],comx =aex =beh=x —X.

» Seja fuma fungao continua ou simplesmente

Riemann integravel, cuja integral nao é conhecida.
b

» Nosso objetivo é calcularAzf f(x)dx pelo método
da area dos retangulos. a

» Tais retangulos podem ser considerados de diversas
maneiras.
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Integragao Numerica

Regra dos Retangulos

» No primeiro caso, a area de cada retangulo e f(x)*h..
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Integracao Numérica

Regra dos Retangulos

[+1

/

e Em (b) a area de cada retangulo é f(x )*h..

(b)
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Integracao Numérica

Regra dos Retangulos

o E em (c) a area de cada retangulo é f((x + x_)/2)*h..
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‘, Integracao Numeérica

» Regra dos Retangulos

¢ . .
X » Em qualquer caso a soma das areas dos retangulos
serd uma aproximacao para: °
- f f(x)dx
a
» Subdividindo o intervalo [a,b] em n subintervalos,
- pela regra dos retangulos, que sera indicado por
A R(h), € dada pelas férmuIaS'
< !
Z f(x,)xh,—(casoa)
P
Z f(x, )xh,—(casob)
¢ _ X +x..,
_ R(h )ZZf *h,—(casoc) é
" i=0 A -
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4, Integracao Numeérica

® Regra dos Retangulos

" » Como h é constante, temos h = (b —a) / n. Entao:
= > h*z f(x,)—(casoa)
h*z f(x,.,)—(casob)
»
\\:':-} R(hn)Zh*Z—: s "l —(casoc)
i=0
® Em geral, quando se utilizar a regra dos retangulos
e se efetua os calculos através do caso (c), ou seja:
n—1
X.+ X,
‘ R(h)=h*Y f(x,),sendox,=——""
= =0 2 é
> -
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Integracao Numeérica

[ o &

e Regra dos Retangulos

1
fxz—ldx

1

e Exemplo: Calcular . Considere n=4 e 4

- casas decimais com arredondamento.
" R(h,)=—1375
1
x*—1dx=-1,3333
o J
_ -1
Y
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‘, Integracao Numeérica

@8 ¢ Regra dos Retangulos
|8

% 2
e Exercicio: Calcular fexdx . Considere n=4e 4
casas decimais com arredondamento.
>
X Respostas: R(h4) = 345,2234
Analitico: 348,8307
o3
'
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‘, Integracao Numeérica

» Regra dos Trapézios

&
» Seja o intervalo finito [a,b] no eixo x que é
particionado em n subintervalos igualmente
espacados[x, x ],comx =aex =beh=x —x.
& | I+1 0 n | I+1 |
=
A 4 : 4 ’ :
» Seja fuma funcao continua ou simplesmente
Riemann integravel, cuja integral nao é conhecida.
Pl
4
\ &
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‘, Integracao Numeérica

» Regra dos Trapézios

1 » Numericamente a regra dos trapézios € obtida
aproximando-se fpor um polindbmio interpolador de
e 1° grau. Entao usa-se a formula de Lagrange para
expressar o polinomio p (x) que interpola em x_ € X

- temos:
N = 1 -(x—xl) (x—x,)
.r}ff(x>dxz f pl(x)dx=f hay f(x()>+ _ f<x1> dx:lT
y (&
- » Assim, IT_E[f<x0>+f<xl)] , que é a area do
| trapézio de altura h=x —x_ e bases f(x ) e f(x.).
!
3 ad =
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‘, Integracao Numeérica

® Regra dos Trapézios
» Geometricamente: Podemos ver, conforme mostra a
figura abaixo: f(X, ) P, (x)

by,
S

5N f(x;)
: = f(x)
W’f -
.\"\. H -
d X, Xir1
- , Procesddrtentorde, i)
» A 4rea de cada trapézio é: : ],
4 » A soma dessas areas sera uma aproximacao para:
b
o f f(x)dx a®=
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4, Integracao Numeérica

® Regra dos Trapézios Repetida
e Dividindo o intervalo [a,b] em n subintervalos, pela
regra dos trapézios, o resultado, que sera indicado
= por T(h), &€ dada pela formula:

T<hn):”‘zl(f(xi)+f(xi+1))*hi

T
[

> 4 = 2
” » Como h_é constante, temos h = (b-a)/n. Entao:
:}
h Z f( l+1>
a5 ,
y T(hn)za[f(xo)—|—2f(x1)—|—2f(x2)—|—...—|—2f(xn1)—|—f(xn)]
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‘, Integracao Numeérica

® Regra dos Trapézios

) » Exemplo: Calcular fx —ldx Considere n=4 e 4
5> casas decimais com arredondamento.
s
T(h,)=—125
™
e Y 1
| x*—1dx=-1,3333
-1
o
'ﬁrj b 1 * _—
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‘, Integracao Numeérica

&\ » Regra dos Trapézios

E
1
5> AN B
» Exercicio: Calcular {x 2 +x=ldr Gonsidere n=4
e 4 casas decimais com arredondamento.

»

xﬁ Respostas: 1(h4) = 0,0782

Analitico: 0,0834

B

J:-a?"‘: ;
0 2 ¥ =
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‘, Integracao Numeérica

» Regra de Simpson

» A regra de Simpson é obtida aproximando-se fpor
um polindmio interpolador de 2° grau, ou seja, uma
— parabola.

» Numericamente: novamente podemos usar a formula

&

» de Lagrange para estabelecer a formula de
integracao resultante da aproximacgao de f(x) por um
™ polindmio de grau 2.
» Seja p,(x) o polinomio que interpola f(x) nos pontos
- Xx,=a X =x+h e X =X +2h=0:
C(x=x)(x—x,) (x—x,)(x—x,) (x—x,)(x—x,)
| pz(x)dx— (—h)(—2h) f(xo)+ (h) (= h) f(x1)+ (2h)(h) f(xz)
v 1 4 -
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Integracao Numeérica

® Regra de Simpson

o

N
N

-Assim
ff Jdx=| f(x)dx= [ p,(x)dx=

f(xo) ¥ y r

i ‘J;(x A =5 dx
f(xl) : p S
2 ;[(x x,)(x—x,)dx

"'f(xz) F B
- ;[(x—xo)(x x,)dx
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‘, Integracao Numeérica

® Regra de Simpson

?« 3/

— ® Resolvendo as integrais obtemos a regra de
Simpson:
s
N e f o)A f )+ ()=
P 2 ¥ =
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‘, Integracao Numeérica

*9 Regra de Simpson

. ® [nterpretacao geometrica da Regra de Simpson
&G
P(X) f(x)
\'.}
3 : :
=a X X,=b
é XO h 1 h 2
€ >
' I “I & _-—
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‘, Integracao Numeérica

» Regra de Simpson Repetida
&
» Aplicando a regra de Simpson repetidas vezes no

intervalo [a,b] =[x ,x |.

» Vamos supor que X, X, ..., X_$ao pontos
igualmente espagados, h=x__—X, e ne par

“‘“7.-.} (condicao necessaria pois cada parabola utilizara
trés pontos consecutivos).
B » Assim teremos:
h
& Sh)=Z{f (o) +4 f (x) 426 (x,)+..+4E (x, )+ £ (x,)
% A ¥ =
Cl202 - Métodos Numéricos 30 IMAGO

Grupa de Pesquisa =m Visia Computacional,



‘, Integracao Numeérica

e Regra de Simpson

e Exemplo: Calcular fx —ldx Considere n=4 e 4
% casas decimais com arredondamento
= S(h,)=—1,3333
2
1
> | x*—1dx=-1,3333
~1
l‘ih I “I * -
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4, Integracao Numeérica

@4\ » Regra de Simpson

- 1
» Exercicio: Calcular {Sen(x)dx . Considere n=4 e 4
s casas decimais com arredondamento.
. Respostas: S(h4) = 2,0046
Analitico: 2
o
v
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4, Integracao Numeérica

e Exemplo de Integracao Mista

® Sabendo que a regra de Simpson é, em geral, mais
o exata do que a regra dos Trapézios, e que a regra
dos Trapézios €, em geral, mais exata do que a regra
< dos Retangulos, de que maneira podemos calcular
1
‘“g-} | r(x)ax para que o resultado seja o mais exato
0
possivel?
= X X X X X X
0 1 2 3 4 o
) 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

1,0 1,2408 1,5735 2,0333 2,6965 3,7183

':-.

~ 4 _
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