Algoritmos e Estruturas de Dados II

Exercicios
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1. Escreva um algoritmo recursivo para resolver o problema de calcular
o fatorial! de um inteiro n dado, isto é, uma solucao para o seguinte
problema computacional.

Fatorial (FAT)

Instancia: n € N.
Resposta: n!

2. Proponha um algoritmo recursivo para contar o niimero de ocorréncias
de um valor dado em um vetor, isto é, uma solugao para o seguinte
problema computacional.

Contagem de Ocorréncias em Vetor (COV)

Instancia:

(v,a,b,z), onde v é um vetor indexado por [a..b] e x é um valor.
Resposta:

O ntmero de ocorréncias de x em v|a..b|, isto é, o valor de

{i € [a..b] | v[i] = x}|.

3. O algoritmo Troca(v, a, b) abaixo troca entre si os conteidos das posigdes
de v[a] e v[b].

Troca(v, a,b)

x < v[a]
v[a] < v[b]
v[b]  x

Considere problema computacional de reverter um vetor dado.

Reversdo (REV)

Instancia: (v, a,b), onde v é um vetor indexado por [a..b].

Resposta: O vetor v revertido, isto é, modificado de tal forma que o
primeiro elemento se torna o ultimo, o segundo se torna o
pentltimo e assim por diante.

Escreva um algoritmo recursivo para resolver este problema, usando o
algoritmo Troca como subrotina.

'Por exigéncia da ANVISA este algoritmo precisa aparecer como exemplo ou exercicio
da disciplina . . .


https://www.gov.br/anvisa/pt-br

4. Dados n € N e k < n, o fatorial descendente ny é definido como

n

ng:=nn—1)Mn-2)...(n—k+1) = H i

i=n—k+1

Considere o problema de calcular o fatorial descendente?, isto &,

Fatorial Descendente (FATD)

Instancia: (n, k), onde n € Ne k > 0.
Resposta: ny

Escreva um algoritmo recursivo para resolver o problema.

. Dizemos que o vetor v[a..b] é um palindromo se a leitura de v na ordem
direta é igual a sua leitura na ordem reversa, isto é, se

(v[a],vla +1],...,v[b—1],v[b]) = (v[b],v[b —1],...,v[a + 1],v[a]).
Escreva um algoritmo recursivo para resolver o problema de decidir

se um vetor ¢ um palindromo, isto ¢, uma solugdo para o seguinte
problema computacional.

Palindromo (PAL)

Instancia: (v, a,b), onde v é um vetor indexado por [a..b].
Resposta: sim se v[a..b] é um palindromo ou ndo, caso contrario

. Seja p um vetor de ndmeros racionais indexado por [a..b]. Dados
¢, d € [a..b] com ¢ < d, vamos denotar por p.4(x) o polinomio

Peal®) = plela® + ple+ 1’ 4 4 plda®™ =} plila

Por exemplo, se p é o vetor dado por

i |0

1] 2]3]4]5)]
pli] | 418

15 | 16 | 23 | 42

entao,

pos(z) = 42° + 8z' + 1527 4 162° + 232 + 422°,

2Observe que como n! = n,,, este problema é uma generalizacdo do problema Fatorial
do Exercicio 1.



poa(r) = 152° + 162" + 232°.

Proponha um algoritmo recursivo para o problema de, dados um po-
linbmio p e um valor z € Q, avaliar p(x), isto é, ua solugdo para o
seguinte problema computacional.

Avaliagdo de Polindmio (PoL)

Instancia: (p,a,b,x), onde p é um vetor de nimeros racionais
indexado por [a..b] e z é um ntimero racional.
Resposta: p,s(x).

Use o Algoritmo Exp(z,n) discutido em aula como subrotina.

. A sequéncia de Fibonacci é a funcao F': N — N dada pela recorréncia

n, sen <1,
F(n) =
Fn—1)+F(n—2), sen>1.

(a) Escreva um algoritmo recursivo para computar o n-ésimo nimero
da Sequéncia de Fibonacci, isto é, uma solucao para o seguinte
problema computacional.

Ndmero de Fibonacci (F1B)

Instancia: n € N.
Resposta: F'(n).

(b) Seja S(n) o nimero de somas efetuadas pela execucao de seu al-
goritmo sobre a instancia n por meio de uma recorréncia.

. O Problema das Torres de Hanéi consiste de trés torres, A, B e C' onde
é possivel empilhar discos.

Inicialmente uma das torres tem discos de tamanhos (dois a dois) dis-
tintos empilhados de tal forma que o tamanho de cada disco é menor
do que o tamanho do disco sobre o qual ele repousa. As demais estao
vazias.

O objetivo é transferir todos os discos desta torre para outra (usando a
terceira quando necesséario) por meio de uma sequéncia de movimentos
obedecendo as seguintes regras.

(a) Cada movimento consiste em mover um disco do topo de uma
torre para o topo de outra, e


https://en.wikipedia.org/wiki/Tower_of_Hanoi

10.

11.

12.

13.

(b) é proibido colocar um disco sobre outro de tamanho menor.

Proponha um algoritmo recursivo Hanoi(n, A, B,C), que recebe um
inteiro n e escreve uma solucao para a instancia do Problema das Torres
de Hanéi onde inicialmente ha n discos empilhados na Torre A que
devem ser transferidos para a Torre B.

A solucao deve ser um algoritmo formado por uma sequéncia de ins-
trugoes da forma “xr — y” cada uma delas significando, “mova o disco
no topo da Torre x para o topo da Torre y”.

O Método de Horner para a solucao do problema de Avaliacdo de Po-
linmio (descrito no Exercicio 6) é um algoritmo baseado na observagao
de que, dada uma instéancia (p, a, b, x) do problema, entao

0, se a > b,
pa,b<w) -
pla] + xpat1p(x), sea <b.

Escreva um algoritmo recursivo para resolver o problema de Avaliacao
de Polinbmio usando o Método de Horner.

Seja m(n) o numero de multiplicagoes efetuadas pelo algoritmo do
Exercicio 1 para computar a instancia n.

(a) Expresse m(n) como uma recorréncia.

(b) Resolva esta recorréncia.

Seja ¢(n) o numero de comparagoes com elementos de v efetuadas pelo
algoritmo do Exercicio 2 para computar a instancia (v, a,a+n — 1, ).

(a) Expresse ¢(n) como uma recorréncia.

(b) Resolva esta recorréncia.

Seja t(n) o numero de execugoes do Algoritmo Troca na execugao do
algoritmo do Exercicio 3 para computar a instancia (v,a,a +n — 1).

(a) Expresse t(n) como uma recorréncia.

(b) Resolva esta recorréncia.

Seja m(n, k) o nimero de multiplicagdes efetuadas pelo algoritmo do
Exercicio 4 para computar a instancia (n, k).



Expresse m(n, k) como uma recorréncia.

—
o

Expresse m(n,n) como uma recorréncia.

Resolva esta recorréncia.

~ o~
(o

Prove® que m(n, k) = n — k para todo 0 < k < n.

o
~_— — T

—~
@)

Use a resposta do item anterior para obter uma expressao nao
recorrente para m(n, k).

14. Seja c(v, a,b) o nimero de comparagoes entre elementos de v efetuadas
na execucao do algoritmo do Exercicio 5 para a instancia (v, a,b) do
problema, e sejam
ct(n) = max{c(v,a,a+n—1)] (v,a,a+n—1) é instancia de Pal},

¢ (n) := min{c(v,a,a+n—1)| (v,a,a+n—1) é instancia de Pal}.
(a) Descreva as instancias (v,a,a +n — 1) para as quais
c(v,a,b) =c (n).

(b) Descreva as instancias (v,a,a +n — 1) para as quais

c(v,a,b) = c*(n).

(c) Dé uma expressao para ¢~ (n).
(d) Expresse ¢™(n) como uma recorréncia.

(e) Resolva esta recorréncia.

15. Seja m(n) o nimero de multiplicagoes efetuadas pelo algoritmo do
Exercicio 6 para computar a instancia (p,a,a +n — 1, ).

(a) Expresse m(n) por uma recorréncia.

(b) Resolva esta recorréncia.

16. Seja m(n) o nimero de vezes que o algoritmo do Exercicio 8 escreve
uma instrucao do tipo “z — y”.

(a) Expresse m(n) por meio de uma recorréncia.

(b) Prove que m(n) = 2" — 1, para todo n > 0.

3Sugestao: induciao em n — k.



17. Seja h(n) o nimero de multiplicacoes efetuadas pelo algoritmo do Exercicio 9
para computar a instancia (p,a,a +n — 1, x).
(a) Expresse h(n) por meio de uma recorréncia.
(b) Resolva esta recorréncia.
(c) Compare com o valor de m(n) no Exercicios 15 e prove que
h(n)
m(n)

lim =0.

18. Considere o problema de Avaliacdo de Polindmio descrito no Exercicio 6.

(a) Proponha um algoritmo recursivo para o problema baseado na
observacao de que se a < b, entao

pa,b(x) = pa,m(w) + xm+1_apm+1,b(x)a
onde
_a+b
2
(b) Seja m(n) o numero de multiplicagoes feitas pelo seu algoritmo
para computar a instancia (v,a,a +n — 1, x). Expresse m(n) por
meio de uma recorréncia.

(c) Resolva esta recorréncia.

19. Dados n, k € N o coeficiente binomial (Z) ¢ o numero de subconjuntos
de k elementos de um conjunto com n elementos. Observe que a partir
desta definicao, (Z) = 0 sempre que k ¢ [0..n].

O problema de computar o coeficiente binomial pode ser formulado
como segue.

Coeficiente Binomial (CB)

Instancia: (n, k), onde n, k € N.
Resposta: (Z)

Este exercicio pede que vocé proponha diferentes algoritmos para re-
solver este problema, analise-os e compare-os entre si.

(a) Proponha um algoritmo recursivo para o problema do Coeficiente
Binomial que usa o algoritmo do Exercicio 1 como subrotina e o
fato de que

n n!
<k‘) = m, para todo 0 < k < n.

6



(b)

(c)

Use a resposta do Exercicio 10 para obter uma expressao para o
nimero de operacoes aritméticas efetuadas pelo algoritmo do item
anterior para computar a instancia (n, k) do problema.

Proponha um algoritmo recursivo para o problema do Coeficiente
Binomial que usa o algoritmo do Exercicio 4 como subrotina e o
fato de que
n %
= —, paratodo 0 < k < n.
(k) KoP ==
Use a resposta do Exercicio 13 para obter uma expressao para o

nimero de operacoes aritméticas efetuadas pelo algoritmo do item
anterior para computar a instancia (n, k) do problema.

Dados n € Ne 0 < k <n seja

Observe que a expressao acima fornece outra recorréncia para o
calculo de (Z), a saber,

—1
(Z) = Q(n, k) (Z B 1), para todo 0 < k& < n.

Proponha um algoritmo recursivo para o problema do Coeficiente
Binomial que usa esta igualdade.

Para cada n € N seja A(n, k) o nimero de operagoes aritméticas
efetuadas pelo algoritmo do item anterior para computar a instancia
(n, k) do problema. Expresse A(n, k) por meio de uma recorréncia.

Explique o que muda nas respostas dos itens anteriores se os al-
goritmos incorporarem a seguinte propriedade dos coeficientes bi-

nomiais.
n n
(k;) = (n— k)’ para todo n, k € N.

20. Sejam a < b € Z e seja m = L“T“’J Prove que



21. Considere o seguinte algoritmo.

Somay(v, a, b)

Sea>b
Devolva 0

m |42
Devolva Somay(v, a, m) + Somay(v, m + 1,b)

(a) Seja s(n) o nimero de somas efetuadas na execugao de Somaq (v, a, a+
n — 1). Expresse s(n) por meio de uma recorréncia.

(b) Resolva esta recorréncia.

22. Considere o seguinte algoritmo para o problema de Busca em Vetor.

B(z,v,a,b)

Sea>b
Devolva nio
m < [452]
Se x = v[m)]
Devolva m
r+ B(z,v,a,m — 1)
Se r # ndo
Devolva r
Devolva B(z,v,m + 1,b)

(a) Execute B(z,v,a,b) para as mesmas instancias do problema de
Busca em Vetor usadas como exemplo em aula.

(b) Seja ¢(z,v,a,b) o nimero de comparagoes entre elementos de v
efetuadas na execugao de B(z,v,a,b), e seja

ct(n) = max {c(x,v,a,0) |b—a+1=n}.

i. Descreva um conjunto de instancias (x,v,a,b) do problema
para as quais temos

c(z,v,a,b) = ct(n)?

ii. Expresse ¢*(n) como uma recorréncia®.

iii. Calcule o valor de ¢*(n) para n € [0..16].

4Sugestao: use o Exercicio 20.



iv. Com base nos valores obtidos no item 22(b)iii, formule uma
hipétese para a solucdo da recorréncia do item 22(b)ii.

v. Prove por indugao que sua solugao do item 22(b)iv esté cor-
reta.

23. Considere o seguinte problema computacional.

Ponto Fixo de Vetor Ordenado (PFVO)

Instancia: (v, a,b), onde v]a..b] é um vetor ordenado.
Resposta: m € [a..b] tal que m = v[m] ou a — 1 caso nao exista tal m.

(a) Escreva um algoritmo recursivo para este problema.

(b) Quantas comparagoes com elementos de v faz o seu algoritmo no
melhor e no pior caso, em funcao do nimero n = b —a + 1 de
elementos do vetor?

(c) Escreva uma versao iterativa de seu algoritmo.

24. Como a precisao de qualquer dispositivo computacional ¢é finita, o
calculo computacional do valor de uma fung¢ao com contra-dominio em
R é quase sempre uma aproximacao.

Dado ¢ > 0, dizemos que um algoritmo F' calcula uma e-aproximagao
da funcao f: D — R se F' é um algoritmo que recebe um ntimero x € D
como (parte da) entrada e devolve y € Q satisfazendo |f(x) —y| < e.

Considere o seguinte problema.

Raiz Quadrada (RQ)

Instdncia: (z,e,a,b), onde x, a e b sd0 nlimeros nao-negativos
satisfazendo /= € [a,b] e € > 0.

Resposta: Uma e-aproximagao de y/x, isto é, um ntimero
y € la,b] C Q satisfazendo |/z — y| < e.

(a) Baseado na idéia de busca binéria, escreva um algoritmo recursivo
que s6 usa operacoes aritméticas elementares® para resolver este
problema.

(b) Seja A(l,e) o nimero de operagoes aritméticas elementares feitas
pela execugao de seu algoritmo para a instancia (z,¢e,a,a + 1).
Expresse A(l,¢) por meio de uma recorréncia.

(¢) Resolva esta recorréncia.

5Isto é, somas, subtracdes, multiplicacdes e divisdes.



(d) Conclua que a execugao de seu algoritmo com a instancia A(z, €, a, b)
faz no méximo 4 ([lg((b — a)/e)] + 1) operagdes aritméticas ele-
mentares.

(e) Escreva um Algoritmo recursivo que recebe como entrada x > 0
e £ > 0 e devolve uma e-aproximacao de /x fazendo no maximo
4 ([lg|z — 1| /e] + 1) operagdes aritméticas elementares.

25. Considere o seguinte problema computacional.

Raiz Cdbica (RC)

Instdncia: (z,e,a,b), onde x, a e b sdo nlimeros racionais
nao-negativos satisfazendo /z € [a, b] e £ é um nimero
racional positivo.

Resposta: Uma e-aproximagao® de /z, isto é, um nimero
r € [a,b] C Q satisfazendo |/ —r| < e.

“Veja o Exercicio 24.

(a) Baseado na idéia de busca binéria, escreva um algoritmo recursivo
que s6 usa operagoes aritméticas elementares para resolver este
problema.

(b) Formule uma versao iterativa deste algoritmo.

(c) Seja P(l,¢) a profundidade (méxima) de recursdo na execugao de
seu algoritmo para a instancia (x,e,a,a + ).

i. Descreva P(l,¢) por meio de uma recorréncia.
ii. Prove que P(l,e) = [lgl/e] + 1.

(d) Seja A(l,e) o numero de operagoes aritméticas elementares en-
volvendo nimeros racionais feitas pela execucao de seu algoritmo
para a instancia (z,¢,a,a + ). Expresse A(l,¢) por meio de uma
recorrencia.

(e) Estabelega um limitante superior para A(l,¢).

26. Considere o seguinte problema.

10



Logaritmo (Loa)

Insténcia: (z,¢,a,b), onde z, a e b sdo nlimeros racionais
nao-negativos satisfazendo log z € [a, ] e € é um numero
racional positivo.

Resposta: Uma e-aproximagao® de log z, isto é, um nimero [ € [a, b]
satisfazendo |logz — 1| < e.

“Veja o Exercicio 24.

(a) Baseado na idéia de busca binéria, escreva um algoritmo recursivo
que sé usa operagoes aritméticas elementares e exponenciacao para
resolver este problema.

(b) Formule uma versao iterativa deste algoritmo.

(c) Seja P(l,e) a profundidade (méxima) de recursdo na execugao de
seu algoritmo para a instancia (x,e,a,a + ).

i. Descreva P(l,¢) por meio de uma recorréncia.
ii. Prove que P(l,e) = [lgl/e] + 1.

(d) Seja A(l,e) o nimero de operagdes aritméticas (inclusive expo-
nenciagao) envolvendo nimeros racionais feitas pela execugao de
seu algoritmo para a instancia (z,e,a,a+1). Expresse A(l, ) por
meio de uma recorréncia.

(e) Estabelega um limitante superior para A(l,¢).

27. Dizemos que p é um ponto fizo da fungao f: D — R se f(p) = p.

Do estudo do Célculo sabemos que se f: D — R é continua em |[a, 0]
com f(a) <ae f(b) > b, entdo f tem ponto fixo em [a, b].

Considere o seguinte problema computacional.

Ponto Fixo de Fungdo Continua (PFFC)

Instancia: (F,e,a,b), onde F' é um algoritmo que calcula uma
e-aproximagao (veja o Exercicio 24) da func¢ao continua
f: D — R satisfazendo

F(a) < a,
F) > b.

Resposta:
Uma e-aproximagao de um ponto fixo de f em [a, b].

11



(a) Escreva um algoritmo recursivo baseado na ideia de busca bindria
para resolver este problema.

(b) Dado I > 0, expresse o nimero de execugoes de F efetuadas pelo
seu algoritmo para computar a instancia (x,e,a,a + [) por meio
de uma recorréencia.

(c¢) Resolva esta recorréncia.

28. Uma equag¢do é uma expressao da forma f(z) = g(z) onde f,g: R — R.
Uma solugdo da equacao f(z) = g(z) é um nimero s € R satisfazendo

f(s) = g(s).

Considere o seguinte problema computacional.

Solugdo de Equacdo (SE)

Instdncia: (F,G,¢e,a,b), onde F' e G sao algoritmos que calculam
e-aproximagoes (veja o Exercicio 24) de fungbes continuas
f,9: R — R respectivamente, e €, ab € Q satisfazem

F(a)
F(b)

Resposta: Uma e-aproximagcao de uma solucao da equacao

f(x) = g(x).

Observe que

(a) o Exercicio 24 pede um algoritmo que devolva uma (e-aproximagao)
da equacao 2% =

algoritmo que recebe um valor z como entrada e devolve uma solugao
aproximada da equacao f(X) = ¢g(X) onde f(X) = X? e g(X) =«
(isto é g(X) = x para todo X € R). Do mesmo modo, o Exercicio 25
pede um algoritmo que recebe x como entrada e devolve uma solugao
aproximada da equacao X3 = z, o Exercicio 26 pede um algoritmo que
recebe x como entrada e devolve uma solucao aproximada da equacao
10% = 2 e o Exercicio 27 pede um algoritmo que recebe F e x como
entrada e devolve uma solugao aproximada da equacao F(X) = X.

O seguinte problema computacional generaliza os problemas dos Exercicios
24, 25, 26 e 27.

(a) Escreva um algoritmo recursivo para resolver este problema.

12



(b) Expresse o numero de execugoes de F' e G efetuadas pelo seu
algoritmo em funcao dos valores de F(m), F(M), G(m), G(M) e
€.

(c) Escreva uma versao iterativa de seu algoritmo. Qual o invariante

da iteracao?

29. Uma raiz ou zero de uma funcao f: D — R é um valor x € D tal que
fx) = 0.

Considere o seguinte problema computacional.

Zero de Fung¢do Ndo Decrescente (ZFND)

Instancia: (F,e,a,b), onde F' é um algoritmo que calcula uma
g-aproximacao de uma funcao continua nao decrtescente
f:D—=>Ree a,be Q satisfazem

F(a) < 0,
F®b) > 0

Resposta: Uma e-aproximagao de um zero da fungao f em [a..b].

(a) Escreva um algoritmo recursivo para resolver este problema base-
ado na ideia de busca binaria.

(b) Dado [ > 0, expresse o numero de execugoes de F' efetuadas pelo
seu algoritmo para computar a instancia (x,¢,a,a + ) por meio
de uma recorréncia.

(c) Resolva esta recorréncia.

(d) Explique como reduzir os problemas computacionais dos Exercicios 24,
25, 26, 27 e 28 ao problema de Zero de Fung¢ao Continua.

30. Considere o seguinte problema computacional.

Zero de Fungdo Continua (ZFC)

Instdncia: (F,e,a,b), onde F' é um algoritmo que calcula uma
g-aproximacao® de uma funcao continua f: D — R e
a,b € D satisfazendo F'(a)F(b) < 0.

Resposta: Uma c-aproximagao de um zero’ da funcao f em [a, b].

“Veja o Exercicio 24
®Veja o Exercicio 29

13



(a) Escreva um algoritmo recursivo para resolver este problema base-
ado na ideia de busca bindria.

(b) Dado I > 0, expresse o nimero de execugoes de F efetuadas pelo
seu algoritmo para computar a instancia (x,e,a,a + [) por meio
de uma recorréencia.

(c¢) Resolva esta recorréncia.

(d) Explique como reduzir o problema computacional do Exercicio 28
ao problema de Zero de Fun¢do Continua.

31. Descreva as instancias (v, a, b) para as quais o algoritmo Ordena; faz

(a) o menor nimero possivel de trocas com elementos de v,

(b) o maior nimero possivel de trocas com elementos de v.

32. Escreva uma versao recursiva do Algoritmo Insere discutido em aula,
isto é, um algoritmo recursivo para o seguinte problema.

Insercdo em Vetor Ordenado (IVO)

Instdncia: (v,a,b) onde v[a..b — 1] é um vetor ordenado.
Resposta: o vetor v modificado de tal forma que v[a..b] é um vetor
ordenado.

(a) Seja T"(n) o nimero méximo de trocas efetuado pelo seu algo-
ritmo para computar uma instancia com n = b — a + 1. Descreva
T*(n) através de uma recorréncia.

(b) Resolva esta recorréncia.
33. Uma copia de memoria é o que acontece quando uma variavel é copi-

ada para outra durante a execucao de um algoritmo. Por exemplo, o
algoritmo Troca, abaixo, realiza 3 copias de memoria.

Troca(v, a,b)

x < v[a]
v[a] < v[b]
v[b] — x

O Algoritmo Insere discutido em aula usa o Algoritmo Troca acima. Na
analise feita em aula vimos que o algoritmo Insere faz n — 1 trocas entre
elementos do vetor no pior caso para uma instancia comn =b—a+ 1,
o que corresponde a 3(n — 1) cdpias de memoria.
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34.

35.

36.

37.

38.

(a) Quantas copias de memoria faz o algoritmo Ordena; (discutido em
aula) no pior caso para uma instancia (v,a,b) comn =b—a+ 17

(b) Modifique o Algoritmo Insere de tal forma que ele faga no maximo
n + 1 cépias de memdria para uma instancia (v,a,b) com n =
b—a+1.

(c) Quantas cépias de memoria faz o algoritmo Ordena; discutido em
aula no pior caso, para uma instancia (v,a,b) comn =0b—a+ 1,
usando esta versao modificada do Algoritmo Insere?

A partir do fato de que

ilgn ~nlgn,
i=1

prove % que
Z llgn| ~nlgn ~ Z [lgn] .
=1 i=1

Escreva o Algoritmo Ordena(v,n) que ordena o vetor v[l..n] por inter-
calagao (MergeSort) mas sem uso de recursao. Vocé pode usar assumir
que

(a) o valor de n é uma poténcia de 2.

(b) esta “disponivel” o Algoritmo Intercala(v, a, m,b) que efetua a in-
tercalacdo dos vetores ordenados v[a..m] e v[m + 1..b] tal como
discutido em aula.

(c) seu algoritmo nao precisa fazer as intercalagoes de vetores na
mesma ordem que o algoritmo recursivo.

Que modificagoes devem ser feitas no Algoritmo Ordenag (QuickSort)
para que ordene em ordem nao-crescente?

Na execugao de Ordenag(v,a,a +n — 1) (QuickSort), qual o nimero
maximo de vezes em que um mesmo elemento de valor maximo em v
pode ser movido?

6Sugestao: Use o fato de que

lgn—1< |lgn] <lgn <[lgn] <lgn+ 1, para todon > 1.
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39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

Seja (v, 1,n) uma instancia do problema de ordenagao onde os elemen-

tos de v[l..n] s@o os inteiros de 1 a n. Suponha que cada execugao do
Algoritmo Particiona(v, a, b) durante a execugao do Algoritmo Ordenag(v, 1, n)
(QuickSort) sobre esta instancia devolve o valor a + 1.

(a) Apresente uma instancia assim com n = 10.

(b) Expresse o nimero de comparagoes na execugao de Ordenag(v, 1, n)
sobre esta instancia em funcao de n.

Apresente seis vetores de tamanho 10, com os valores pertencentes ao
conjunto [1..10], onde o Algoritmo Ordenag (Quick Sort) efetua o maior
nimero possivel de comparacoes.

Quantas comparacoes faz o Algoritmo Ordenag(v, a, a+n—1) (QuickSort)
faz ao ordenar um vetor v com todos os valores iguais?

Qual é a profundidade da recursao do Algoritmo Ordenag (QuickSort)
no melhor caso e pior caso?

Execute o Algoritmo MontaHeap(v, 11) onde v[1..11] é o vetor

i [1]2]3]4]5/6|7|8]9]10]11
i [1]2]3]4]5[6[7[8[0]10]11

mostrando o contetido do vetor v ao inicio do lago em cada iteracao.

112 6178 10
112 6178 10

Elabore uma versao iterativa para o Algoritmo ConsertaHeap(v, i, k)
discutido em aula.

Na versao de HeapSort discutida em aula, o heap foi implementado num
vetor indexado por [1..n].

Modifique os algoritmos de forma que o vetor nao precise ser indexado
a partir de 1.

A partir da versao de ConsertaHeap(v, 1, a,b) proposta na resposta do
Exercicio 45, elabore versoes recursivas para MontaHeap(v, a, b) e Ordenay (v, a, b).

Elabore uma versao iterativa para o Algoritmo ConsertaHeap(v, i, a, b)
dado como resposta para o Exercicio 45.

Escreva um algoritmo para o seguinte problema computacional.
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2-decomposi¢do (2DEC)

Instancia:

(x,v,a,b) onde z é um valor e v é um vetor indexado por [a..b].
Resposta:

Um par de indices {p, ¢} C [a..b] distintos satisfazendo v[a] + v[b] =
ou () caso nao existam tais indices.

Seu algoritmo deve fazer assintoticamente um maximo de nlgn com-
paragoes e n somas para qualquer instancia do problema

49. O seguinte algoritmo é uma formulagao do “Método da Bolha” (BubbleSort)
para ordenagcao.

OrdenaBolha(v, a, b)
Sea=0b

Termine
Bolha(v, a, b)
OrdenaBolha(v,a + 1,0)

Bolha(v, a, b)
Parat+ b até a +1
Se v[i] < wv[i — 1]
Troca(v,i,i — 1)

(a) Execute o Algoritmo OrdenaBolha(v, 1,6) onde v[1..6] é o vetor

i |1 ]2]3]4]5]6
ofi] [ 16 [ 23 [ 442158,

mostrando o conteudo do vetor e os valores de a e b ao inicio de
cada execucao de OrdenaBolha(v, a,b).

(b) Dé uma expressao para Cg(n), o nimero de comparagoes na execugao
de Bolha(v,a,a +n —1).

(c¢) Expresse C(n), o nimero de comparagoes na execucao de OrdenaBolha(v, a, a+
n — 1), por meio de uma recorréncia.

(d) Resolva a recorréncia do item anterior.

(e) Dé uma expressao para T3 (n), o nimero minimo de execugoes de
Troca() na execucao de OrdenaBolha(v,a,a +n —1).

(f) Dé uma expressao para Tp (n), o niimero méaximo de execugoes de
Troca() na execugao de OrdenaBolha(v,a,a +n — 1).

17



