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4 _Exercicios

1 Introducao

Nestas notas, discorreremos brevemente sobre alguns dos principais topicos referentes a Complexidade de
Espago e sobre suas principais rela¢des com Complexidade de Tempo. Boa parte do contetido abordado
pode ser encontrada facilmente na literatura sobre Complexidade Computacional, como em [Pap93]. Ten-
tamos adequar as defini¢cGes e notagoes para se manter uma certa uniformidade com as demais notagdes e
defini¢des usadas pelo professor na presente componente curricular. Ainda, ressaltamos que a omissao das
demonstra¢des de modo algum lhes subtrai a importancia. Antes, o objetivo do presente documento deve
ser entendido como introduzir e motivar o estudante ao assunto e lhe fornecer um roteiro inicial de estudo.

1.1 O Problema da Mochila

Consideremos o classico Problema da Mochila:

Problema 1.1 (KNAPSACK).

*Aula ministrada na componente curricular de Complexidade Computacional (CI739), do Programa de Pés-Graduagao em Infor-
matica da UFPR, sob a orientacao do Prof. Dr. Renato Carmo
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Instancia: Um inteiro positivo 7, o qual representa o nimero de itens disponiveis; um inteiro nao-negativo
C, o qual representa a capacidade da mochila em unidades de peso; n inteiros ndo-negativos
v1,...,Vy,, 05 quais representam os valores de cada item; » inteiros nao-negativos wy,...,w,, 0s
quais representam os pesos de cada item.

Solucdo: O maior valor total que é possivel levar na mochila sem exceder sua capacidade, i.e.
max > ;.
Sci1,...,n} 4 3
Yieswi<C '€

O Algoritmo1'é um algoritmo com backtracking que temos para KNAPSACK imediatamente da defini¢io
do problema. A complexidade de tempo deste algoritmo é evidentemente O(2"). No entanto, embora este
algoritmo nao seja eficiente em tempo, é-o0 em espaco.

BackTRACKING_KNarsack(n, C,vy,..., V0, W,..., Wy):
1 sen=0,devolva 0;

2 sew, >C, devolva Backtracking_Knarsack(n—1,C,vq,..., V1, Wi,--., Wy_1);
3 devolva
{BACKTRACKING_KNAPSACK(H -1L,Cvl,. Uy, W, Wy 1),
max

v, + BAckTRACKING_KNAPsack(n—1,C —wy,, v1,..., V-1, W1,.--» Wy_1)-

Algoritmo 1: Uma solucao para KNAPSACK usando backtracking

Como discorreremos melhor na Se¢ao 2 (p.'4), quando tratamos de complexidade de espaco, nao con-
sideramos o espac¢o da entrada nem o da saida. No caso especifico do Algoritmo 1, podemos considerar
que cada chamada recursiva que é aberta necessita apenas dos inteiros n e C e do enderego (um ponteiro) a
partir do qual os dados (vy,...,v,, wy,...,w,) podem ser lidos, de acordo com o modelo computacional utili-
zado. Formalmente, conforme definiremos melhor também na Se¢ao 2! (p.!4), consideraremos para todos os
efeitos que um ponteiro serd um inteiro i que designa uma posi¢ao na fita da entrada de uma Maquina de
Turing, mas também podemos pensar em ponteiros como posi¢des numa memoria de acesso randomico de
um programa RAM, por exemplo, ou no conceito analogo especifico do modelo computacional em questao.
Note-se que em qualquer desses modelos faz sentido assumir que o espago necessario para armazenar um
ponteiro é logaritmico no tamanho da entrada (Figura'l), sendo que o que muda de modelo para modelo é
o tempo para acessar uma certa posicao da entrada a partir de um ponteiro: em Maquinas de Turing, por
exemplo, podemos ter de percorrer toda a entrada para acessarmos a posi¢ao desejada.

Entrada [ [1[1]0[0 [1[0][0[1][0]0[0 [0 [T [1[1[1][1]5]
pr[O]T]O]1]0]=

pp[l]OJOJOo]1]=

Figura 1: Uma entrada de tamanho n = 17 e dois ponteiros p; e p,, que nao precisam de mais de |1g20]+1 =
5 bits cada, para posi¢Oes na entrada.

Voltando ao Algoritmo1, cada chamada recursiva consome apenas espaco O(logn+log C), para armaze-
nar n, C e o ponteiro para a posi¢ao na entrada a partir da qual podem ser lidos os valores vy,..., v, wy,..., wy,.
Como havera nao mais que n+ 1 chamadas recursivas abertas ao mesmo tempo, temos que a complexidade
de espaco do Algoritmo 1 é O(n(logn +log C)). Note-se, uma vez que n(logn +log C) = O((n +1log C)?), que
esta complexidade é quadratica no tamanho da entrada, o qual podemos considerar O(n +log C).

O principal motivo da ineficiéncia do Algoritmo 1 deve-se ao fato de que muitas chamadas recursivas
podem ser abertas para uma mesma subinstancia. Utilizando Programac¢ao Dindmica, podemos memorizar



os estados ja computados para evitar recomputacgao e assim derivar uma solu¢ido mais eficiente em tempo,
conforme apresentamos no Algoritmo2.

DP_Knarsack(n,C,vq,..., vy, W1,...,Wy):
para i de 0 até n, faga:

1
2 para c de 1 até C, faga:

3 sei=0,S[i][c] < 0;

4 senao, se w; > ¢, S[i][c] « S[i - 1][c];

5 senao, S[i][c] « max{S[i —1][c],v; + S[i — 1][c — w;]}.
6 devolva S[n][C].

Algoritmo 2: Uma solugao para KNAPSACK usando Programacdo Dindmica

Embora o Algoritmo 2 seja mais eficiente em tempo que o Algoritmo 1! (p.2) — sua complexidade de
tempo é O(nC), pseudopolinomial no tamanho da entrada —, é mais custoso no que diz respeito ao espago,
pois, além dos espacos necessarios para as variaveis i e ¢ (cada um logaritmico no tamanho da entrada), faz-
se necessario armazenar os valores dos estados S[i][c], totalizando uma complexidade de espago também
O(nC). Uma otimizagao possivel decorre de perceber que cada linha da matriz S depende apenas da linha
anterior, resultando num algoritmo de complexidade de espaco O(C), mas ainda pseudopolinomial.

Este aparente dilema entre complexidade de tempo e de espago, tao comum em algoritmos que utilizam
Programacdo Dinamica e em outras técnicas de design de algoritmos, é um dos objetos de estudo da Com-
plexidade Computacional, para o qual, ndo muito diferentemente do que ocorre com outros topicos, ainda
ha muitas questdes em aberto.

1.2 Buscas em Grafos

Uma vez que grafos modelam naturalmente as configura¢des de uma Maquina de Turing Nao-deterministica
e as relagdes de alcancabilidade entre elas (cf. Secdo 3.1, p.7), buscas em grafos ocupam um lugar muito
importante em Complexidade Computacional. O Algoritmo 3 apresenta o pseudocédigo de uma busca
genérica para visitar todos os vértices de um grafo dirigido G alcancaveis a partir de um vértice s.

Busca_GEeNERICA(G, s):
1 visite s e inicialize uma estrutura de dados X com s;

2 enquanto X nao estiver vazia, faga:

3 remova um vértice u de X;

4 para toda aresta uv tal que v ainda nao foi visitado, faga:
5 visite v e insira v em X.

Algoritmo 3: Busca genérica em grafos

Se o grafo G é representado computacionalmente por uma lista de adjacéncias, e se assumimos que as
operagdes de inserir um vértice em X, remover um vértice de X, visitar um vértice e verificar se um vértice
esta visitado podem ser todas executadas em tempo constante, entdo, é facil ver que a complexidade de
tempo do Algoritmo 3'é O(|V(G)| + |[E(G)|), i.e. linear no tamanho da entrada. Embora linear seja o melhor
que podemos esperar no que diz respeito ao tempo de qualquer algoritmo que necessite ler toda a entrada,
uma complexidade de espago linear ndo é muito desejavel, pois, na pratica, representa que o algoritmo
precisa manter alocado num dado momento um volume de memoria linearmente proporcional ao tamanho
da entrada, ao invés de poder trabalhar unicamente com ponteiros para informacdes na entrada e outras
variaveis de espaco logaritmico.

Por exemplo, consideremos o grafo de todas as configura¢des possiveis de um Jogo de Damas, o qual
possui um tamanho de ordem de grandeza 10??. Fazer uma busca nesse grafo pode ser invidvel num



computador convencional que faz cerca de 10° operagdes por segundo, pois 10%2/10° = 10'3 segundos
equivalem a mais de 300 mil anos. Todavia, como a complexidade de tempo é linear, um avango tecnolégico
que aumente a ordem de grandeza do nimero de operagdes por segundo reduz na mesma proporgao o
tempo necessario a se esperar. Para o supercomputador mais rapido do mundo, o chinés TaihuLight, que
realiza quase 10'7 operacdes por segundo, é razoavel admitir que uma busca no grafo do Jogo de Damas
demoraria um tempo da ordem de 10> segundos (pouco mais de 27 horas). Mas ndo apenas o tempo
do nosso algoritmo é linear, como o espago também o é. A saber, a ordem de grandeza da capacidade
de armazenamento total de todos os dispositivos de memoria, HDs, midias removiveis etc. no mundo é
estimada em 10%!, o que significa que o mundo precisaria ter 10 vezes a capacidade de armazenamento que
possui para podermos pensar em executar um algoritmo linear em espago para um grafo tao grande.

Estas questdes concernentes ao espa¢o de buscas em grafos e a se problemas que usualmente sao resolvi-
dos com buscas em grafos podem ser resolvidos em espago logaritmico sdo também bastante estudadas pela
Complexidade Computacional, tendo, porém, levantado muitas perguntas que ainda carecem de respostas.

2 Definicoes preliminares

2.1 Maquinas de Turing com multiplas fitas

Quando tratamos de complexidade de espago formalmente, em Maquinas de Turing, costumamos trabalhar
com maltiplas fitas, a fim de podermos separar o espaco da entrada e o espaco da saida do espaco de fato
consumido pela maquina.

Defini¢ao 2.1. Uma Mdquina de Turing Deterministica com miiltiplas fitas (MTD-k) é uma 5-tupla M =
(k) Ql 2; Slf! 6) em que:

k € um inteiro positivo que representa o niimero de fitas de M;

Q é um conjunto finito que representa o conjunto de estados de M;

X é o alfabeto de M, um conjunto finito com pelo menos trés elementos, dois dos quais devem ser obriga-
toriamente os simbolos especiais < (marcador de inicio) e I> (marcador de fim);

s € Q é o estado inicial de M;

f €Q éoestado final de M;

o éa fungdo de transicdo de M, uma funcao parcial de Q x vk em Qx(Xx{-1,0,1})k que satisfaz as seguintes
propriedades:

(i) sendo (g,01,...,0%) € Q x XK, (9", (0(,d1),..., (0}, dk)) = 8(q,01,...,0k), 0] = 01 e, paratodoi € {l,...,k},
o/ =<lesomentese o; =<led; =1;

(ii) para todo (q,01,...,0%) € Qx XK, 61 (q,01,...,0¢) se e somente se q # f.

Defini¢ao 2.2. Uma Mdquina de Turing Ndo-deterministica com miuiltiplas fitas (MTND-k) é uma 5-tupla
M=(k,QX%,s f,A)em quek, Q,X,se f sao como numa MTD-k e:

A éarelagdo de transicdo de M, uma relagao binaria de QxXkem Qx(Ex{-1,0,1})k que satisfaz as seguintes
propriedades:

(i) sendo (g,01,...,0¢) € Qx =k e (¢, (0], d1),..., (0], dk)) € Qx (£ x {~1,0,1})F tais que (q,01,...,0%) -
(q',(a],dq),...,(0},dx)), 0{ = 01 e, paratodo i €{1,...,k}, 0/ = < e somente se 0; =< e d; = 1;

(ii) para todo (q,01,...,0¢) € Q x T, existe (@', (0],dy),...,(0,di)) € Qx (X x {-1,0,1}))¥ satisfazendo
(q,01,...,0%) N (q',(a],dq),...,(0},dk)) se e somente se q = f.



Note-se que as defini¢des acima convencionam que o contetdo da primeira fita de uma Maquina de
Turing nunca é alterado. Os demais conceitos tradicionais relacionadas a Maquinas de Turing, como confi-
guragdo, configuragdo inicial, configuragdo final, conteiido da (i-ésima) fita numa configuragdo, tracado, tracado
finito, tragado infinito, aceitagdo, rejeicdo etc. podem ser formalizados de modo analogo ao realizado pelo
professor em sala de aula (cf. Exercicio'l} p.10), mas convencionando que:

* aentrada de uma Maquina de Turing é fornecida sempre na primeira fita, uma fita somente de leitura;
* asaida de uma Maquina de Turing é obtida sempre da Gltima fita, uma fita somente de escrita;
* toda fita que ndo é nem a primeira nem a tltima é chamada de fita interna.

Assim, quando descrevemos o funcionamento de Maquinas de Turing através de pseudocddigos algoritmi-
cos, podemos entender as varidveis internas do pseudocodigo (aquelas que nao sao nem de entrada nem de
saida) como cada uma alocada numa fita, desde que as variaveis de entrada sejam somente de leitura e as
usadas para a saida sejam somente de escrita.

2.2 Espac¢o de uma Maquina de Turing e grafo das configuracoes

Sob as convengdes da Se¢ao 2.1} (p. 4), podemos definir nosso conceito de espago de uma Maquina de Turing:

Defini¢ao 2.3. Sendo M uma Maquina de Turing com multiplas fitas, Deterministica ou Nao-determinis-
tica, o espago:

de uma configuracdo C de M (sp((C)) é o comprimento da concatenacao dos contetidos das fitas internas;

de um tracado Z em M (sy(Z)) é o maximo dentre os espagos das configura¢des do tracado;

de M para uma entrada x (sp(x)) é o maximo dentre os espacos de todos os tracados de M que conduzem
sua configuracao inicial para x a uma configuracdo final — note-se que o
tracado é Ginico se M é deterministica.

Ainda, podemos definir a complexidade de espaco de M em funcao de um tamanho de entrada n, a qual
costumamos denotar por Sy;(#), de modo analogo a como fazemos com complexidade de tempo.

Quando é impossivel construir um tragado infinito partindo da configuragao inicial de uma MTND-k
M para qualquer entrada valida x, dizemos que M é munida de garantia de parada. Observe-se que, neste
caso, o numero total de configura¢des que é possivel atingir através de M partindo da configuragao inicial
para uma dada entrada x é sempre finito. Com isso, podemos construir um conceito muito importante.

Defini¢ao 2.4. Sendo M uma MTND-k munida de garantia de parada, x uma entrada valida para M e Cy
a configuracao inicial de M para x, o grafo das configuragcbes de M para x, denotado por G(M, x), é o grafo
dirigido definido por:

(i) o conjunto de vértices de G(M,x) é o conjunto de todas as configura¢des C de M tais que C % C
paraalgumneN;

(ii) sendo C; e C, vértices de G(M, x), a aresta dirigida C; C, existe em G(M, x) se e somente se C; ove C,.

2.3 Classes de Complexidade de Espaco

Assim como podemos fazer com complexidade de tempo, definimos SPACE(f (1)) como a classe de todos os
problemas computacionais de decisao que podem ser decididos por uma Maquina de Turing Deterministica



em complexidade de espago O(f(n)), e definimos NSPACE(f (n)) analogamente para Maquinas de Turing
Nao-deterministicas. Em particular,
L =8SPACE(logn),
NL = NSPACE(logn),

PSPACE = U SPACE(nF) e
k>0
NPSPACE = U NSPACE(n).
k>0
Conforme veremos na Secdo 3i(p.7), PSPACE = NPSPACE,
LCNLCPCNPCPSPACECEXP C NEXP,

e, embora se acredite que todas as inclusoes acima sejam proprias, sabemos apenas, do Teoremas das Hie-
rarquias de Tempo e de Espaco, que NL = PSPACE, que P = EXP e que NP = NEXP.
Um exemplo de problema que pertence a NL é o Problema da Alcangabilidade em Grafos Dirigidos:

Problema 2.5 (STCOI\@).
Instdncia: Um grafo dirigido G, uma origem s € V(G) e um destino t € V(G).
Pergunta: Existe caminho dirigido em G desa t?

Evidentemente STCON € P, ja que pode ser resolvido deterministicamente em tempo polinomial (porém
em espaco também polinomial) através de uma busca. Uma solu¢ido nao-deterministica de espago logarit-
mico para STCON apresentamos no Algoritmo 4. No pseudocddigo, a instrugao escolha nao-determinis-
ticamente representa que, para qualquer escolha que se faga, existe a transicao apropriada na Maquina de
Turing que implementa o algoritmo.

Non_DetermMiNisTIC_WALK(G, s, t):
U S;

paraide 1 até |V(G) -1, faga:

escolha nao-deterministicamente uma aresta uv € E(G);

U< v;

1
2
3
4 sev =1, devolva 1;
5
6

devolva 0.

Algoritmo 4: Um algoritmo nao-deterministico para STCON

Observe-se que a corretude do Algoritmo'4'decorre da observancia de que existe um caminho em G de
s at se e somente se existe um passeio com ndo mais de |V(G)| -1 arestas de s a t. Assim, se (G,s,t) € uma
instancia positiva de STCON, alguma sequéncia de escolhas define um tragado que conduz a correspondente
Magquina de Turing da configuragao inicial para a instancia a uma configuracao final de aceitagao, ainda que
possa haver outros tragados que terminem em rejeicdo. Em contrapartida, e assimetricamente, se (G,s, t)
¢ uma instancia negativa, toda sequéncia de escolhas define um tracado que termina em rejeicao, o que
completa a demonstracdo da corretude do algoritmo. Observe-se também que, para ndo cair eventualmente
em espaco linear na entrada, o algoritmo ndo memoriza os vértices ja visitados, sendo suas variaveis internas
apenas as variaveis i, u e v, todas de espa¢o logaritmico no tamanho da entrada.

A saber, nao se conhece ainda algoritmo deterministico de espago logaritmico para STCON. Na verdade,
como veremos na Se¢ao 3! (p.7), STCON é um problema N/L-completo, i.e. a existéncia de um algoritmo

ISTCON é sigla de source-target-connectivity.



deterministico de espaco logaritmico para STCON implica que £ = ML, o que se acredita ndo ser o caso. Em
contrapartida, a variante de STCON para grafos ndo-dirigidos, conhecida por USTCON, esta em £, conforme
foi provado em 2008 pelo cientista da Computacao israelense Omer Reingold [Rei08].

3 Principais fatos conhecidos

3.1 O Método da Alcancgabilidade

Um fato intuitivo sobre qualquer modelo razoavel de computacdo é que um algoritmo nunca pode consumir
mais espaco do que tempo, o que implica que, para toda fun¢ado de complexidade f: N — N, TZIME(f (n)) C
SPACE(f (n)) e NTIME(f (n)) € NSPACE(f (n)), limitando a complexidade de tempo superiormente pela
complexidade de espago. O Teorema 3.1} por outro lado, estabelece a grosso modo um limitante superior
para a complexidade de espaco por uma func¢ao exponencial na complexidade de tempo.

A técnica usada para demonstrar o Teorema!3.1/é chamada por alguns autores de Método da Alcanga-
bilidade, cunhada em diversos trabalhos na década de 1970. A técnica parte da observagdo de que, num
grafo de configura¢does de uma MTND-k M para uma entrada x de comprimento 7, cada configuragao pode
ser representada computacionalmente em espago O(logn + sp((x)), ja que: a primeira fita, como é somente
de leitura, pode ser representada em espago O(logn) apenas pelo indice da posi¢ao em que se encontra o
cabecote; as fitas internas podem ser representadas em espaco O(sy;(x)) pela propria definicdo de sy (x); a
altima fita ndo precisa ser representada computacionalmente, ja que nao é determinante na computacao,
por ser somente de escrita.

Teorema 3.1. Para toda fungdo de complexidade f: N — N existe uma constante real ¢ > 1 tal que
NSPACE(f (n)) C TIME(cf M+losm),

Demonstragdo. Seja N uma Maquina de Turing Nao-deterministica munida de garantia de parada que sa-
tisfaz Sy (n) = O(f(n)), e seja M uma Maquina de Turing Deterministica que, para uma dada entrada x,
realiza uma busca em G(N,x) por um caminho da configuracao inicial de N para x até alguma configu-
ragio final de aceitagio, devolvendo 1 se encontra ou 0 caso contrario. E imediato que para toda entrada
valida x, N(x) = M(x), restando-nos mostrar que Ty(n) = O(cf(m+logm) para alguma constante real ¢ > 1. No
Algoritmoi5lesclarecemos o funcionamento de M para que possamos prosseguir com a analise.

M(x):

1 construa a configuracao inicial Cy de N para x;
2 S {Cok; V < {Cok

3 enquanto S =0, faga:
4
5

remova uma configura¢ao C do conjunto S;
para toda configuracao C’ tal que C ~ C’etal que C’ ¢ V, faga:

6 se C’ é uma configuracdo final de aceitacio, devolva 1;

7 insira C’em Veem S;

8 devolva 0.

Algoritmo 5

Assim, podemos assumir que:

* as linhas 1 e 2 podem ser executadas em tempo linear em |“Cy”| = O(logn + f(n)), uma vez que cada
configuracdo de G(N, x) pode ser representada em espago O(logn + f(n));

* olaco da linha 3 é iterado para toda configuracao C € V(G(N, x)) no maximo uma vez, sendo que em
cada iteracao:



- o teste do laco pode ser executado em tempo constante;
— alinha 4 pode ser executada em tempo linear em |“C”| = O(logn + f (n));

— olaco da linha 5 é iterado para toda aresta CC’ € E(G(N, x)) no maximo uma vez, sendo que em
cada iteracao:

+ a configuracdo C’ pode ser encontrada mediante uma mera consulta a tabela da relagdo de
transi¢do A de N, o que pode ser feito em tempo linear em |“C’”| = O(logn + f(n)), e o teste
C’ ¢ V pode ser executado em tempo O(|V(G(N, x))|);

+ as linhas 6 e 7 podem ser executadas em tempo O(logn + f(n));
* alinha 8 pode ser executada em tempo constante.

Logo, temos que

=0 Y (log+ £ ),
CeV(G(N,x)) CC’eE(G(N )

o que implica que tp(x) = O(|[E(G(N, x))|(log n + f (n))). Ora, podemos mostrar que |[E(G(N, x))| e |V(G(N, x))|
sdo assintoticamente equivalentes e que |V(G(N, x))| = O(ncf M) para uma constante real ¢ > 1 (cf. Exerci-
cio2} p.10). Como para alguma constante real r > 1

an(n)(IOng+f(I/l))) < crlog n+f(n) < (Cr)logcn+f(n),
temos que Ty (1) = O((c’)f M+198") para ¢’ = ¢" > 1. ¢

Corolario 3.2. LCNLCPCNPCNPSPACE CEXP C NEXP.

3.2 O Teorema de Savitch

Embora nao conhecamos um algoritmo deterministico de espag¢o logaritmico para STCON, conseguimos
construir um algoritmo deterministico de espago polilogaritmico, como o Algoritmoi6,

Limitep_Patu’(G, s, t, k):
ses=tou(ste E(G)ek=1),devolva 1;

1
2 sek<1,devolva 0;

3 paratodo u € V(G), faga:

4 se Limitep_Patw’(G, s, u, | k/2]) e Limitep_Patw’(G, u, t,[k/2]), entao:
5 devolva 1;

6 devolva 0.

Limitep_PatH(G, s, t):
1 devolva Limitep_PatH(G,s,t,|V(G)|-1).

Algoritmo 6: Um algoritmo deterministico de espago O((log|V(G)|)?) para STCON

Este algoritmo deve-se ao matematico Walter Savitch e, quando aplicado a grafos de configuracdes de
Maquinas de Turing Nao-deterministicas, nos traz o seguinte resultado, conforme observado pelo préprio
Savitch:

Teorema 3.3 (Teorema de Savitch [Sav70]). Para toda fungio de complexidade f: N — N, NSPACE(f (n)) C
SPACE((f (n))?).

Corolario 3.4. PSPACE = NPSPACE.



3.3 Completude para NL, P, PSPACE e o Teorema de Immerman-Szelepcsényi

Assim como construimos o conceito de completude para a classe NP sob redugdes de tempo polinomial,
podemos construir também o conceito de completude para a classe VL, desde que sob redugdes de espago
logaritmico. Tal como 3SAT é NP-completo, 2SAT é NL-completo. Para mostrarmos a NL-completude
de 2SAT, precisamos primeiro mostrar, usando grafos de configura¢des, que STCON é NL-completo, e que
existe uma reducdo de espaco logaritmico de STCON a 2SAT, o que nao ¢é dificil (cf. Exercicio 7, p.10),
sendo 2SAT o complementar de 2SAT. Mas isso s6 nos prova que 2SAT é coNL-completo, ndo que é NL-
completo. No entanto, a demonstra¢ao se completa gracas ao seguinte resultado surpreendente, provado
de modo independente pelos matematicos Neil Immerman e Robert Szelepcsényi (cf. Exercicio’8, p.10):

Teorema 3.5 (Teorema de Immerman-Szelepcsényi [Imm88, Sze87]). Para toda fungio de complexidade

f: N—> N, NSPACE(f (n)) = coNSPACE(f (n)).
Corolario 3.6. NL =coNL.

Também podemos, sob reducdes de espago logaritmico, definir o conceito de P-completude. Nao se sabe
se os problemas NL-completos sdo também P-completos, assim como também nao se sabe se os problemas
P-completos estdao em NL. Note que se algum problema NL-completo for também P-completo, ou algum
problema P-completo for um problema de N, teremos NL = P. Destarte, em certo sentido, podemos
pensar em problemas P-completos como problemas de P para os quais se acredita nao haver algoritmo de
espago logaritmico, nem mesmo ndo-deterministico. Outra importante subclasse de P e superclasse de N'.LC
é a classe NC, a classe dos problemas que podem ser decididos em tempo polilogaritmico paralelizando-se
a computa¢do num numero polinomial de processadores. Como também se acredita que NC = P, pode-
mos pensar em problemas P-completos também como problemas de P com uma estrutura inerentemente
sequencial, dificeis de serem paralelizados. Exemplos de problemas P-completos sdo o Problema do Valor
Booleano (EVALUATION) e o Problema da Satisfatibilidade de Cldusulas de Horn (HornSAT) (cf. Exercicio 9}
p.10).

Problema 3.7 (EVALUATION).

Instancia: Um conjunto de variaveis finito V, uma férmula booleana F sobre V na forma normal conjuntiva
e uma valoracdo T para V.

Pergunta: A valoragao T para V satisfaz F?
Problema 3.8 (HornSAT).

Instancia: Um conjunto de variaveis finito V e uma férmula booleana F sobre V na forma normal conjun-
tiva com no maximo um literal negativo por clausula.

Pergunta: F ¢é satisfativel?

No que diz respeito a completude de problemas para a classe PSPACE, podemos ser mais generosos e
permitir redugdes de tempo polinomial. Um exemplos classico de problema PSPACE-completo é o Pro-
blema da Formula Booleana Quantificada (QBF ou QSAT) (cf. Exercicio'11} p.10):

Problema 3.9 (QSAT).

Instancia: Um conjunto de variaveis finito V, uma férmula booleana F sobre V na forma normal conjuntiva
e uma quantificacdo das variaveis de V, i.e. uma func¢ao g de V em {V¥,3}.

Pergunta: A féormula booleana F quantificada por g é verdadeira?

Perceba-se que a restricao de QSAT em que g(x) = 3 para todo x € V é exatamente o problema SAT.



4 Exercicios

Exercicio 1. Formalize, para Maquinas de Turing Deterministicas e Nao-deterministicas com miltiplas
fitas, os conceitos de configuragio, configuragdo inicial, configuragdo final, contetido da (i-ésima) fita numa con-
figuragao, tragado, tragado finito, tracado infinito, aceitagdo, rejei¢io e todos os demais que julgar necessarios,
de acordo com as convengdes estabelecidas na Secao 2.1/ (p. 4).

Exercicio 2. Mostre que para toda Maquina de Turing Nao-deterministica M munida de garantia de pa-
rada e toda entrada valida x para M, o nimero de arestas no grafo G(M, x) é linear no numero de vértices,
o qual por sua vez é assintoticamente limitado superiormente por |x|c"™*), sendo ¢ > 1 uma constante real.

Exercicio 3. Mostre o Corolario!3.2/(p.8).

Exercicio 4. Mostre que o Algoritmo 6! (p.i8) de fato esté correto e de fato possui complexidade de espago
O((log|V (G)))?).

Exercicio 5. Mostre o Teorema de Savitch (Teorema 3.3, p. 8).

Exercicio 6. Pesquise sobre o Teorema da Hierarquia de Espaco (e sobre o da Hierarquia de Tempo tam-
bém) e mostre que se SPACE((logn)?) C P, entdo L = P.

Exercicio 7. Mostre que todo problema em NL pode ser reduzido em espago logaritmico para STCON.
Mostre também uma reducao de espaco logaritmico de STCON para 2SAT.

Exercicio 8. Pesquise sobre a demonstracdo do Teorema de Immerman-Szelepcsényi (Teorema'3.5; p. 9).
Exercicio 9. Mostre que EVALUATION e HornSAT sao de fato P-completos.

Exercicio 10. Embora seja imediato compor redugdes de tempo polinomial, nado é tao imediato assim
compor redugdes de espaco logaritmico, ferramenta crucial para o desenvolvimento dos conceitos de NL-
completude e P-completude. Mostre que se existe uma reducao de espaco logaritmico de um problema P,
a um problema P,, e se existe redu¢ao de espaco logaritmico de um problema P, a um problema P;, entdo
existe redu¢ao de espago logaritmico de P a P;.

Exercicio 11. Pesquise sobre a demonstracao de que QSAT é de fato PSPACE-completo.
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